Sur des Gouttes, Cristaux Liquides et Front by Rojas, René
Sur des Gouttes, Cristaux Liquides et Front
Rene´ Rojas
To cite this version:
Rene´ Rojas. Sur des Gouttes, Cristaux Liquides et Front. Physique [physics]. Universite´ Nice
Sophia Antipolis, 2005. Franc¸ais. <tel-00129102>
HAL Id: tel-00129102
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00129102
Submitted on 5 Feb 2007
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
Université de Nie Sophia Antipolis
Faulté des Sienes
Institut Non Linéaire de Nie
Eole Dotorale
Sienes Fondamentales et Appliquées
THÈSE
présentée pour obtenir le titre de
Doteur en Sienes
Spéialité : Physique
par
René Rojas
Sur des Gouttes, Cristaux Liquides et Fronts
Dirigée par Stefania Residori
et soutenue le 3 déembre 2005 à 11h
Jury
Mlle. Stefania Residori Diretrie de Thèse
M. Pierre Coullet Président du Jury
M. Enrique Tirapegui Rapporteur
M. Stéphan Fauve Rapporteur
M. Mar-Étienne Brahet Examinateur
M. Sergio Ria Examinateur
à l'Institut Non Linéaire de Nie

Remeriements
Je tiens à remerier Stefania Residori
Table des matières
1 Les Eets Non-Adiabatiques sur la Vitesse d'un Front de Pomeau 1
1.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Exemples Simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2.1 Premier Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.2 Deuxième Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.3 Troisième Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3 Les Eets Non-Adiabatiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.4 Calul des Intégrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.4.1 Calul de l'intégrale I de la vitesse du front . . . . . . . . . . . . . 24
1.4.2 Calul de la Phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2 Une Goutte qui tombe dans un Fluide plus dense 31
2.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2 Instabilités Hydrodynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2.1 Instabilité de Kelvin- Helmholtz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.2.2 Instabilité de Rayleigh-Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.3 Montage Expérimental et Traitement de Données . . . . . . . . . . . . . . 39
2.4 Données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.5 Modèle Théorique Simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.6 Comparaison entre le Modèle et les Résultats des Expérienes . . . . . . . 46
2.7 Interation entre l'Anneau de Vortiité et la Surfae . . . . . . . . . . . . . 50
2.8 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3 La Valve à Cristaux Liquides ave Rétro-Ation Optique : Étude Linéaire 53
3.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.2 Les Cristaux Liquides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.3 Le Montage Expérimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.4 Le Modèle Théorique de la LCLV ave Rétro-Ation Optique . . . . . . . . 60
3.5 L'Analyse de Stabilité Linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.6 Forme Normale et Modèle Théorique de Pis Loalisés . . . . . . . . . . . 74
Publiations 81
Bibliographie 117
i
Table des matières
ii
1 Les Eets Non-Adiabatiques sur la
Vitesse d'un Front de Pomeau
1.1 Introdution
Un système physique en équilibre thermodynamique admet un seul état stable. Si le
système est foré hors d'équilibre, pour les mêmes valeurs de paramètre, il peut avoir
plusieurs états stables et le hoix dépendra des onditions initiales. Si en plus le système
est spatialement étendu et a plus d'un état stable, ertaines régions peuvent être domi-
nées par un état, et d'autres dominées par un autre état. La frontière entre es régions
s'appelle  front . Un ritère de stabilité relative entre deux états stables est d'observer
le mouvement du front lorsqu'il envahit l'état moins stable. Si le front ne se déplae pas,
on dit que les deux états sont également stables ou métastables. Dans le as variationnel,
dans lequel on peut dénir une énergie, le point d'égale énergie entre deux états s'appelle
point de Maxwell et en général, seulement à e point-là, la vitesse du front est nulle.
Les fronts les plus simples sont les onnetions entre deux états homogènes, puis viennent
les fronts de Pomeau, qui sont les onnetions entre un état homogène stationnaire et une
solution périodique (voir gure (1.1)). En 1986 Yves Pomeau a remarqué que e type de
front présentait une vitesse nulle non seulement au point de Maxwell, mais aussi dans
un intervalle autour de e point [70℄. Cependant, quand on passe à la forme normale
(équation diérentielle, plus simple, en générale non linéaire qui dérit un système près
d'un point de bifuration [9, 43, 49, 53℄) puis on alule la vitesse du front, on obtient une
expression analytique qui est nulle seulement au point de Maxwell. En 1988, Bensimon,
Shraiman et Croquette ont donné l'expliation en onsidérant un as partiulier[11℄. Ils
ont ajouté les termes non résonants, les plus importants, à la forme normale et ont ob-
tenu un intervalle où la vitesse du front est nulle. Quand on passe à la forme normale, les
termes non résonants sont négligés à ause d'une diérene d'éhelle, es termes osillent
plus rapidement que la modulation qui est à une éhelle plus lente. Mais, dans le as des
fronts de Pomeau, autour du ÷ur du front, la modulation varie ave une éhelle ompa-
rable à elle de la solution périodique, alors l'hypothèse de base, utilisée pour éliminer les
termes non résonants, n'est plus valable.
Notre alul est basé sur les idées de Bensimon, Shraiman et Croquette. Nous partons
du as le plus général d'un système physique ave bifuration sous-ritique et nombre
d'onde donné par l'analyse linéaire, nous trouvons la forme normale orrespondante et
ajoutons tous les termes non résonants qui respetent les symétries du problème original.
Puis, nous utilisons les modes de Goldstone et le alul de Kawasaki et Otha[54℄, et nous
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trouvons la formule générale pour la vitesse du front qui possède la propriété d'être nulle
dans un intervalle non nul, omme il a été prédit par Pomeau.
Réemment, Cler, Falón et Tirapegui[30, 45℄ ont démontré que quand on ajoute du
bruit additif, la vitesse est nulle à nouveau, seulement au point de Maxwell, et la vitesse
induite par le bruit est proportionnelle au fateur d'Arrhenius (exponentielle de la dié-
rene de potentiel divisée par l'intensité du bruit). Alors 'est un problème d'éhelle du
temps déterminé par la diérene de potentiel et par l'intensité du bruit.
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Fig. 1.1: Le graphique de la onnexion hétéroline entre un état homogène et un état
périodique (front de Pomeau).
1.2 Exemples Simples
Avant de montrer le alul, pour mieux omprendre la suite, nous allons voir trois
exemples simples de bifuration super-ritique ave un terme de ouplage spatial de type
diusif. Dans le premier exemple nous ajoutons un terme onstant qui brise la symétrie
u → −u, dans le deuxième nous ajoutons un terme osillatoire qui brise l'invariane par
translation spatiale et dans le troisième nous faisons la ombinaison des deux exemples
préédents. Dans es deux exemples, nous alulons la vitesse du front entre les deux états
stables et, nalement, nous ombinons es deux exemples pour voir l'eet de l'arohage.
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1.2.1 Premier Exemple
Soit un système dérit par l'équation
∂tu = η + u− u3 + uxx (1.1)
où ∂t ≡ ∂∂t est la dérivée partielle par rapport au temps et ux = ∂xu ≡ ∂u∂x est la dérivée
partielle par rapport à l'espae. Quand η = 0, l'équation (1.1) a l'invariane u → −u,
mais quand η 6= 0, nous allons voir l'eet de la brisure de ette symétrie. Ce système a
une fontionnelle de Lyapunov F assoiée, 'est-à-dire, l'équation (1.1) peut être érite
sous la forme suivante
∂tu = −δF
δu
et
F =
∫ (
U(u) +
1
2
u2x
)
dx (1.2)
où
U(u) = −ηu− u
2
2
+
u4
4
. (1.3)
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
u1
u2 u3 u
U(u)U(u)U(u)
uu u1u1 u2u2 u3u3
η<0 η=0 η>0
Fig. 1.2: Le graphique du potentiel U(u) pour trois valeurs diérentes du paramètre η
(η < 0, η = 0 et η > 0).
L'évolution du système va vers la minimisation de ette fontionnelle, pare que la
fontionnelle est toujours déroissante sur les trajetoires du système,
dF
dt
=
δF
δu
∂u
∂t
= −
(
δF
δu
)2
≤ 0.
De la forme de F , nous voyons que le minimum de la fontionnelle est atteint quand
ux = 0, et il est alors donné par le minimum du potentiel U(u). Dans la gure (1.2) qui
montre la forme de e potentiel pour diérentes valeurs du paramètre η, on voit que le
minimum global hange de position en fontion du signe de η et que, pour η = 0, il y a
deux minima globaux.
3
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Nous obtenons les points xes du système en annulant la dérivée du potentiel U(u)
U ′(u) = −η − u+ u3 = 0 (1.4)
et nous obtenons aussi le minimum de la fontionnelleF . Soit u1, u2 et u3 les trois solutions
de ette équation ubique, es solutions sont réelles si |η| ≤ 2/(3√3). Si |η| = 2/(3√3), un
point xe stable entre en ollision ave le point xe instable. Nous arrangeons es solutions
tel que u1 < u2 < u3. Sur le graphique (1.2), nous voyons que u1 et u3 sont des minima
loaux et u2 est un maximum loal, si η < 0, u1 est le minimum global (U(u1) < U(u3)),
si η > 0, u3 est le minimum global (U(u1) > U(u3)) et si η = 0, u1 et u3 sont les minima
globaux, ils ont la même énergie (U(u1) = U(u3), point de Maxwell). Ces points ont des
expressions analytiques
u1 = − 2√
3
sin
(
1
3
arctan
√
4
27η2
− 1 + π
6
)
,
u2 =
2√
3
sin
(
1
3
arctan
√
4
27η2
− 1− π
6
)
,
u3 =
2√
3
cos
(
1
3
arctan
√
4
27η2
− 1
)
.
Notez que 1/
√
3 ≤ |u1,3| ≤ 1 et −1/
√
3 ≤ u2 ≤ 1/
√
3. Pour η ≪ 1 nous avons au premier
ordre en η :
u1 ≈ −1 + η/2,
u2 ≈ −η,
u3 ≈ 1 + η/2.
Nous étudions les solutions stationnaires du système (1.1) (∂tu = 0) qui obéissent à
l'équation
η + u− u3 + uxx = 0. (1.5)
Nous pouvons voir ette équation omme l'équation de Newton d'un système méanique,
où x joue le rle du temps, alors uxx est l'aélération et e système est potentiel, 'est-
à-dire,
uxx = −∂uV (u)
ave un potentiel qui est l'opposé de elui-i donné en (1.3) (voir gures (1.3) et (1.5))
V (u) = −U(u).
Nous pouvons intégrer ette équation une fois pour obtenir une première onstante du
mouvement que nous identions omme l'énergie méanique de l'équation de Newton.
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Fig. 1.3: Les graphiques du potentiel V (u) et de l'espae de phase pour η = 0.
Nous avons alors
E = V (u) +
1
2
u2x.
Nous étudions le système de Newton pour les deux as : η = 0 et η 6= 0.
Pour η = 0 (point de Maxwell), la gure (1.3) montre le graphique du potentiel V (u)
et l'espae de phase pour η = 0, les points maxima sont au même niveau d'énergie et
nous voyons dans l'espae de phase la onnexion hétéroline qui lie es deux points-là
(voir aussi gure (1.4)). À l'intérieur il y a les solutions périodiques et à l'extérieur les
trajetoires vont à l'inni. En résolvant l'équation (1.4), nous avons que : u1 = −1, u2 = 0
et u3 = 1. La onnexion hétéroline entre les points u1 et u3 donnée par la solution de
l'équation (1.5) est
uh(x) = tanh
x√
2
. (1.6)
5
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Le graphique de ette solution représenté gure (1.4), onnete le point u1 = −1 qui est
en x → −∞, ave le point u3 = +1 qui est en x → +∞, en passant par l'axe horizontal
en x = x0, que nous appelons le ÷ur du front.
2 4 6 8 10 12
-1.0
-0.5
0.5
1.0
x0
h 0u (x-x )
x
Fig. 1.4: La solution hétéroline (1.6) qui est aussi représentée dans la gure (1.3).
Le système est invariant par translation spatiale don uh(x − x0) est solution pour
x0 ∈ R arbitraire.
Pour η 6= 0 : dans la gure (1.5) on trouve les graphiques du potentiel V (u) et de
l'espae de phase pour η 6= 0. Nous pouvons voir que la onnexion hétéroline entre u1 et
u3 n'existe plus, dans e as-là, uh n'est plus une solution stationnaire du système et le
front ommene à se déplaer ave une vitesse que nous allons aluler. À la plae de ette
solution il y a une homoline qui, dans le as de la gure (1.5), onnete la solution u1
ave elle-même. À l'intérieur de l'homoline il y a les solutions périodiques et à l'extérieur
les solutions qui vont à l'inni. Soit une solution prohe à la solution hétéroline
u(x, t) = uh(x− x0(t)) + w(x, t),
où w est un terme de orretion qui varie lentement ave le temps. Nous remplaçons ette
solution dans l'équation (1.1)
∂t(uh(x− x0) + w) = η + uh(x− x0) + w − (uh(x− x0) + w)3 + ∂xx (uh(x− x0) + w)
6
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Fig. 1.5: Les graphiques du potentiel V (u) et de l'espae de phase pour η 6= 0.
−∂xuh x˙0 + w˙︸︷︷︸ = η + uh − u3h + ∂xxuh︸ ︷︷ ︸+(1− 3u2h + ∂xx)w +O(w2).
O(w2) = 0 (1.7)
Soit
L ≡ 1− 3u2h + ∂xx
et
b ≡ −η − ∂xuh x˙0,
alors, nous voyons que l'équation (1.7) peut être érite omme
Lw = b. (1.8)
La ondition de solvabilité implique que, pour que ette équation ait une solution, b doit
appartenir à l'image de l'opérateur L, b ∈ ImL, qui est équivalent à b orthogonal au
7
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noyau de l'adjoint de L
b⊥KerL†.
Nous pouvons voir failement que si b ∈ ImL =⇒ b⊥KerL† , soit v ∈ KerL†et 〈·, ·〉 le
produit salaire sur lequel est déni l'adjoint, alors
〈b, v〉 = 〈Lw, v〉 = 〈w,L†v〉 = 0.
Prouver l'inverse est plus ompliqué et nous laissons au leteur intéressé le soin de le
déouvrir.
Maintenant, nous avons besoin d'un veteur de KerL†. La fontion ∂xuh est un veteur
propre de l'opérateur L ave valeur propre zéro. Pour le prouver nous prenons l'équation
(1.5), uh est solution de ette équation, alors
η + uh − u3h + ∂xxuh = 0.
Nous dérivons ette équation par rapport à x et nous obtenons
∂xuh − 3u2h∂xuh + ∂xxxuh = 0
(1− 3u2h + ∂xx)∂xuh = 0
L∂xuh = 0.
Comme et opérateur est hermitique (L = L†) pour le produit salaire
〈f, g〉 =
∫
f(x) g(x)dx, (1.9)
alors L†∂xuh = 0, 'est-à-dire, ∂xuh ∈ KerL†. Nous utilisons e veteur de KerL† et le
produit salaire (1.9) sur l'équation (1.8) pour éliminer la dépendane en w et obtenir
ainsi la vitesse du front,
〈Lw, ∂xuh〉 = 〈b, ∂xuh〉
〈b, ∂xuh〉 = 0∫ ∞
−∞
(∂xuh)
2 dx x˙0 = −η
∫ ∞
−∞
∂xuhdx.
Mais ∂xuh = sech
2(x/
√
2)/
√
2 = (1 − tanh2(x/√2))/√2 = (1 − u2h)/
√
2, et en faisant le
hangement de variable uh = tanh(x/
√
2) :
1√
2
∫ 1
−1
(1− u2h)duh x˙0 = −η
∫ 1
−1
duh
2
√
2
3
x˙0 = −2η.
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Nous arrivons nalement à obtenir la vitesse du front en fontion du paramètre η
x˙0 = −3
√
2
2
η
Nous voyons que si η > 0 le front va vers la gauhe, 'est-à-dire, la solution u(x) = u3
envahit tout l'espae pare que 'est la solution la plus stable, si η < 0, la solution
u(x) = u1 est la plus stable, le front va vers la droite et ette solution envahit tout
l'espae. Uniquement pour η = 0 (point de Maxwell) où les deux solutions ont la même
énergie, le front est stationnaire.
1.2.2 Deuxième Exemple
Soit un système dérit par l'équation
∂tu = u− u3 + uxx + ν sin kx. (1.10)
Pour ν = 0, l'équation (1.10) a l'invariane par translation spatiale, x → x + x0 . Pour
ν 6= 0, ette symétrie est brisée et nous allons voir les eets de ette brisure de symétrie
dans le fait que tous les points de l'espae ne seront pas équivalents. Il y aura des points
spéiaux (points xes) liés au nombre d'onde de la perturbation . Pour ν = 0, nous
savons, grâe à l'exemple préédent (équation (1.6)), que uh est une solution stationnaire
du système, mais pour ν 6= 0 uh n'est plus solution du système (1.10) et nous devons
essayer à nouveau la solution
u(x, t) = uh(x− x0(t)) + w(x, t),
dans l'équation (1.10). Nous avons
∂t(uh(x−x0)+w) = uh(x−x0)+w− (uh(x− x0) + w)3+∂xx (uh(x− x0) + w)+ ν sin kx
−∂xuh x˙0 + w˙ = uh − u3h + ∂xxuh + (1− 3u2h + ∂xx)w + ν sin kx+O(w2),
et ainsi nous obtenons le nouveau système auquel nous allons appliquer la ondition de
solvabilité,
Lw = −∂xuh x˙0 − ν sin kx.
∂xuh est enore un veteur du noyau de L†. En multipliant par e veteur l'équation
préédente, nous obtenons une ondition pour la vitesse du front
〈Lw, ∂xuh〉 = 〈−∂xuh x˙0 − ν sin kx, ∂xuh〉 = 0∫ ∞
−∞
(∂xuh)
2 dx x˙0 = −ν
∫ ∞
−∞
∂xuh sin kxdx,
9
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nous avons vu que ∫ ∞
−∞
(∂xuh)
2 dx =
2
√
2
3
. (1.11)
Nous alulons l'autre intégrale en eetuant le hangement de variable z = x− x0∫ ∞
−∞
∂xuh(x− x0) sin kx dx =
∫ ∞
−∞
∂zuh(z) sin k(z + x0) dz
=
∫ ∞
−∞
∂xuh(z) (sin kz cos kx0+cos kz sin kx0) dz
=
∫ ∞
−∞
∂xuh(z) cos kz sin kx0 dz
=
1√
2
∫ ∞
−∞
sech2(z/
√
2) cos kz dz sin kx0
=
1√
2
kπcosech
kπ
2
√
2
sech
kπ
2
√
2
sin kx0.
Soit en utilisant (1.11), nous trouvons que l'expression de la vitesse du front s'érit
x˙0 = −3
4
ν kπcosech
kπ
2
√
2
sech
kπ
2
√
2
sin kx0.
Pour simplier la notation nous dénissons une nouvelle fontion qui dépend du nombre
d'onde k, soit
C(k) ≡ 3
4
kπcosech
kπ
2
√
2
sech
kπ
2
√
2
.
Cette nouvelle fontion est toujours positive et paire, ainsi nous pouvons enn érire le
résultat de la vitesse du front d'une manière simple
x˙0 = −ν C(k) sin kx0
L'équation préédente a une innité de points stationnaires (x˙0 = 0, vitesse nulle) qui
satisfont
sin kx0 = 0,
xn =
nπ
k
,
ave n ∈ Z. Nous étudions la stabilité de xn. Soit ε une perturbation de la solution
x(t) = xn, nous remplaçons
x(t) = xn + ε,
10
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dans l'équation pour la vitesse du front
ε˙ = −ν C(k) sin k(xn + ε)
ε˙ = −(ν C(k) cosnπ)kε
ε˙ = (−1)n+1ν C(k) kε.
Comme C(k) k > 0, alors si n est pair xn est un point stationnaire stable et si n est impair
xn est un point stationnaire instable. La gure (1.6) montre le graphique de la vitesse du
front et les points stationnaires stables et instables. Nous voyons que le front va aller vers
le point stable le plus prohe. Alors nous aurons le front stationnaire et xé sur un point
xe stable.
x
point fixe instablepoint fixe stable
-ν C(k) sinkx
Fig. 1.6: Vitesse du front : les points d'intersetion ave l'axe sont des points xes et les
èhes indiquent la diretion d'évolution du front.
1.2.3 Troisième Exemple
Des deux exemples préédents, nous pouvons obtenir failement, en faisant le même
alul, que pour le système
∂tu = η + u− u3 + uxx + ν sin kx,
la vitesse du front est donnée par
x˙0 = −3
√
2
2
η − ν C(k) sin kx0.
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Pour avoir un front stationnaire (x˙0 = 0), nous résolvons l'équation
−3
√
2
2
η − ν C(k) sin kx0 = 0
sin kx0 = − 3
√
2
2C(k)
η
ν
.
Cette expression montre que la ondition pour avoir des solutions stationnaires, 'est-à-
dire pour que le front ne se déplae pas, est∣∣∣∣∣ 3
√
2
2C(k)
η
ν
∣∣∣∣∣ ≤ 1.
Nous dénissons la valeur ritique du paramètre η à partir de ette inégalité, e qui nous
donne :
ηc ≡
√
2C(k)ν
3
,
et en faisant le hangement de variable z ≡ kx0, l'équation de la vitesse du front s'érit
z˙ = −3
√
2
2
k (η + ηc sin z).
L'intégrale de ette équation donne∫ z
z0
dz
η + ηc sin z
= −3
√
2
2
k
∫ t
0
dt.
Par simpliité et sans perdre de généralité, nous hoisissons z0 = − arctan(ηc/η).
Si |η| > ηc (voir [1℄ page 78)
2√
η2 − η2c
arctan
[
η tan
[
z
2
]
+ ηc√
η2 − η2c
]
=
3
√
2
2
kt,
alors
η tan
[
kx0
2
]
= −
√
η2 − η2c tan
[
3
√
2
4
√
η2 − η2c kt
]
− ηc. (1.12)
De l'équation (1.12), nous avons deux fontions périodiques, soit λ et τ les périodes
spatiale et temporale respetivement, 'est-à-dire
kλ
2
= 2π et
3
√
2
4
√
η2 − η2ckτ = 2π,
12
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et la vitesse moyenne du front est
〈x˙0〉 = −λ
τ
〈x˙0〉 = −3
√
2
2
√
η2 − η2c .
Si le paramètre η est négatif, nous voyons à partir de (1.12) que la vitesse doit être positive.
De ette dernière relation, nous onluons que la vitesse moyenne du front, en fontion
des paramètres η et ηc est
〈x˙0〉 =
{
−3
√
2
2
η
√
1− (ηc/η)2 si |η| > ηc
0 si |η| ≤ ηc
.
Nous voyons que la vitesse moyenne du front est nulle dans une région nie de l'espae
des paramètres. L'extension de et intervalle dépend de la struture périodique du système,
'est-à-dire de k.
1.3 Les Eets Non-Adiabatiques
Maintenant, nous allons voir le as général de bifuration sous-ritique ave un nombre
d'onde donné par l'analyse linéaire. La forme normale résultante a des solutions front
de Pomeau mais elles ne sont stationnaires qu'au point de Maxwell. Pour omprendre
l'eet de l'arohage, nous allons ajouter tous les termes non résonants qui respetent
les symétries du problème original. Les aluls vont être plus omplexes que eux des
exemples préédents, mais la proédure va être la même et le résultat très semblable à
elui du dernier exemple.
Soit le problème physique
∂tu = F (u, ∂x) , F (u
(0), ∂x) = 0
ave l'invariane x → −x, où u ∈ Rn, u = (u1, u2, ..., un) est une fontion qui dépend du
temps t ∈ R et de l'espae x ∈ R. Nous herhons une solution de la forme
u = u(0) +
(
A eikx + A e−ikx
)
ψ.
Le nombre d'onde k sera xé par l'analyse de stabilité linéaire où l'on suppose qu'on
trouve une bifuration sous-ritique qui donne pour A (A est omplexe) l'équation
∂tA = µ˜A+ ν˜A |A|2 −A |A|4 + Axx.
13
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La bifuration sera telle que dans la linéarisation autour de u(0) on trouve une valeur
propre qui passe par 0 ave 2 veteurs propres (dû à l'invariane x → −x du problème
initial) à la valeur ritique kc du veteur d'onde. Appelons k le nombre d'onde ritique kc.
-1.0 -0.5 0.5
-1.0
-0.5
0.5
1.0
A
µ
Fig. 1.7: Le diagramme de bifuration sous-ritique, la ligne ontinue montre les solutions
stables et la ligne pointillée les solutions instables.
Le paramètre de bifuration est ii µ˜ et la gure (1.7), représente le diagramme de
bifuration sous-ritique en fontion de e paramètre-là. Nous eetuerons les aluls
pour e paramètre dans la région de bistabilité.
La forme normale a l'invariane A→ Aeiα, α = const., qui est fausse dans le problème
original. En fait, nous pouvons aluler la vraie invariane que l'on doit imposer. Nous
voyons que si x→ x− α/k alors A→ Aeiα.
Les termes que l'on peut rajouter à la forme normale sont du type
λpqA
pA¯qeiΩx
∂tA = µ˜A + ν˜A |A|2 − A |A|4 + Axx +
∑
p,q
λpqA
pA¯qeiΩx. (1.13)
14
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L'équation (1.13) est invariante par{
x→ x− α/k
A→ A(x, t)eiα
si
Ω = k(p− q − 1).
Nous étudions don les équations ave µ˜ = −µ < 0, et µ < ν˜2/4 (région de bistabilité).
La forme normale ave les termes non résonants qui respetent la symétrie du problème
original est
∂tA = −µA + ν˜A |A|2 − A |A|4 + Axx +
∑
p,q
λpqA
pA¯qei(p−q−1)kx. (1.14)
En renormalisant les variables
A(x, t) = λA′(x′, t′)
x = σx′
t = ρt′
ave
ρ = 1/µ
λ = 4
√
µ
σ = 1/
√
µ
'est-à-dire,
A(x, t) = µ1/4A′(x′, t′) ; x = x′/
√
µ ; t = t′/µ ,
l'équation (1.14) devient (ν = ν˜/
√
µ)
∂tA
′ = −A′ + νA′ |A′|2 −A′ |A′|4 + A′xx +
∑
p,q
µ
1
4
(p−q−5)λpqA′pA¯′
q
ei(p−q−1)kx
′/√µ. (1.15)
Soit σ(p, q) ≡ λpqµ 14 (p−q−5). Dorénavant, nous supprimons les primes. L'équation (1.15)
sans le dernier terme (i.e. σ(p, q) = 0) a des solutions fronts. Si nous sommes sur le point
de Maxwell, il y a un front stationnaire que nous pouvons érire en forme polaire de la
manière suivante
A = R0(x− x0)eiθ0 ; x0 = const ; θ0 = const (1.16)
quand ν = νM (point de Maxwell), où x0 est la onstante d'intégration liée à l'invariane
par translation spatiale et θ0 est la onstante d'intégration liée à l'invariane de phase.
L'expression (1.16) est don solution de
15
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∂tA = −A+ νMA |A|2 − A |A|4 + Axx νM = 4/
√
3
e qui entraîne pour R0(x− x0) l'équation
−R0 + νMR30 −R50 + ∂xxR0 = 0. (1.17)
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
-0.5
0.0
0.5
1.0
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
-0.15
-0.10
-0.05
0.00
0.05
0.10
V(R )o
Ro
Ro
dRo
dx
ν = νΜ
Fig. 1.8: Le graphique du potentiel V (R0) et de l'espae de phase du système dynamique.
L'équation (1.17) dérit un système potentiel ave un potentiel qui est un polynme
d'ordre six (gure (1.8)), alors ette équation s'érit{
∂xxR0 = −∂V (R0)∂R0
V (R0) = −12R20 + 14R40 − 16R60
La gure (1.8) montre le potentiel V (R0) et l'espae de phase pour e système dynamique,
il y a deux orbites hétérolines, une qui onnete le point xe (−31/4, 0) ave le point xe
16
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(0, 0) et l'autre onnete le point xe (0, 0) ave le point xe (+31/4, 0), à l'intérieur de
es orbites hétérolines il y a les orbites périodiques et à l'extérieur des trajetoires qui
vont à l'inni.
Les fronts vont de 0 à A, ou de A à 0, ou de A' à 0, et. Le front qui va de 0 à +31/4
est (on prend θ0 = 0) par exemple (voir gure (1.9)) :
A = R0(x− x0) = 3
1/4
√
1 + e−2(x−x0)
(1.18)
-4 -2 2 4
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
X
R (x-x )oo
Xo
Fig. 1.9: Le graphique de la solution stationnaire R0(x− x0).
Nous avons vu que les solutions front sont les onnetions hétérolines entre deux points
xes de l'espae de phase. Nous n'allons pas le montrer, mais dans l'équation (1.15) ave
σ(p, q) = 0, il y a aussi des solutions homolines qui sont les onnexions d'un point xe
ave lui-même et es solutions homolines représentent des strutures loalisées. Elles
peuvent être modélisées omme l'interation entre deux fronts [35, 36, 54℄ et on peut
étudier la dynamique de l'interation entre es strutures loalisées [8, 20, 80℄.
Nous revenons à l'équation (1.15) à laquelle on rajoute un terme σ(p, q)ApA¯qei(p−q−1)kx
′/√µ
,
ave ν = νM + δν et l'on onsidère les termes en δν et en σ(p, q) = σ˜ omme des pertur-
bations :
17
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∂tA = −A + νMA |A|2 − A |A|4 + Axx + δν A |A|2 + σ˜ApA¯qei(p−q−1)kx′/
√
µ︸ ︷︷ ︸ .
perturbation
(1.19)
Nous allons onsidérer des solutions de la forme suivante
A = [R0(x− x0(t)) + ερ] eiεθ1 (1.20)
où (ερ, εθ1) sont des petits termes, et x0(t) une fontion de t (le front se déplae). Dans le
dernier terme que l'on onsidère omme une perturbation, on remplae A = R0(x−x0(t)).
Nous obtenons ainsi
δν A |A|2 + σ˜ApA¯qei(p−q−1)kx/√µ∣∣
A=R0
= δν R30 + σ˜R
p+q
0 e
i(p−q−1)kx/√µ
Nous érivons la première partie de l'équation (1.19), i.e. ∂tA = −A + νMA |A|2 −
A |A|4 + Axx en posant A = R eiθ. On obtient{
∂tR = (−R+ νMR3 − R5 +Rxx)− Rθ2x,
R∂tθ = 2Rxθx +Rθxx.
(1.21)
Si l'on multiplie la dernière équation par R, nous obtenons
R2∂tθ =
∂
∂x
(
R2θx
)
.
En reportant les solutions (1.20) dans (1.19) et en tenant ompte que −R0 + νMR30 −
R50 + ∂xxR0 = 0 on obtient à l'ordre ε
∂tR0(x−x0(t))+ε∂tρ = (−1+3νMR2−5R4+∂xx)ερ−R0ε2θ21x+δν R30+σ˜Rp+q0 cos((p−q−1)
kx√
µ
)
R20ε∂tθ1 =
d
dx
(
R20εθ1x
)
+ σ˜Rp+q+10 sin((p− q − 1)
kx√
µ
)
Au premier ordre en ε, nous avons don
{
−∂xR0x˙0 = (−1 + 3νMR2 − 5R4 + ∂xx)ρ+ δν R30 + σ˜Rp+q0 cos((p− q − 1) kx√µ)
d
dx
(R20εθ1x) = −σ˜Rp+q+10 sin((p− q − 1) kx√µ)
(1.22)
En dérivant l'équation (1.17) par rapport à x on a
(−1 + 3νMR2 − 5R4 + ∂xx)︸ ︷︷ ︸ ∂xR0 = 0.
≡ L
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L'opérateur L est un opérateur hermitique (L = L †) ave le produit salaire 〈f, g〉 =∫
f(x)g(x)dx. Nous appliquons la ondition de solvabilité sur l'équation (1.22), e qui
veut dire que nous multiplions l'équation (1.22) par ∂xR0(x − x0) et nous l'intégrons de
−∞ à +∞, 'est-à-dire, nous utilisons le produit salaire. Nous obtenons
−
∫ ∞
−∞
(∂xR0)
2 dx x˙0 = 〈∂xR0,L ρ〉+δν
∫ ∞
−∞
∂xR0R
3
0dx+σ˜
∫ ∞
−∞
∂xR0R
p+q
0 cos((p−q−1)
kx√
µ
)dx.
En faisant le hangement de variable x−x0 = y dans la dernière intégrale de la dernière
équation et en remarquant que 〈∂xR0,L ρ〉 =
〈
L
†∂xR0, ρ
〉
= 0, nous avons l'équation
pour la vitesse du front en terme des intégrales que nous allons aluler
(
−
∫ ∞
−∞
31/4e−4y√
1 + e−2y
dx
)
x˙0 = δν
R0(y)
4
4
∣∣∣∣∞
−∞
+σ˜
∫ ∞
−∞
∂xR0(y)R
p+q
0 (y) cos((p−q−1)k
x0 + y√
µ
)dy
−
√
3
4
x˙0 =
3
4
δν+ σ˜
(
cos((p− q − 1)k x0√
µ
)
∫ ∞
−∞
∂xR0(y)R
p+q
0 (y) cos((p− q − 1)k
y√
µ
)dy−
− sin((p− q − 1)k x0√
µ
)
∫ ∞
−∞
∂xR0(y)R
p+q
0 (y) sin((p− q − 1)k
y√
µ
)dy
)
Nous arrivons enn au résultat pour la vitesse du front
x˙0 = −
√
3δν − 4
√
3
3
σ˜
(
I1 cos((p− q − 1)k x0√
µ
) + I2 sin((p− q − 1)k x0√
µ
)
)
(1.23)
ave
I ≡
∫ ∞
−∞
∂xR0(y)R
p+q
0 (y) exp(i(p− q − 1)k
y√
µ
)dy, (1.24)
I1 ≡ Re I ∧ I2 ≡ Im I.
Si nous arrangeons un peu l'équation (1.23) pour la vitesse du front, nous pourrons om-
prendre mieux e résultat. Nous dénissons alors les oordonnées polaires de l'intégrale
omplexe I
I ≡ r e−iϕ.
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point fixe instable
-       σ r C(k) cos((p-q-1)k     +ϕ)
point fixe stable
4 3
3
x0
µ
x
x
3 δν
3 δνc
3 δνc
Fig. 1.10: La vitesse du front est donnée par la diérene entre les deux ourbes, les
points d'intersetion sont des points xes et les èhes indiquent la diretion
d'évolution du front.
Ave ette dénition, l'équation (1.23) peut être exprimée à l'aide d'une seule fontion
trigonométrique
x˙0 = −
√
3δν − 4
√
3
3
σ˜r cos((p− q − 1)k x0√
µ
+ ϕ)
La gure (1.10) montre les deux ourbes qui donnent la vitesse du front : la droite
horizontale et la ourbe sinusoïdale. Quand la ourbe sinusoïdale est au-dessus de la droite,
la vitesse du front est positive sinon elle est négative, e qui est représenté par les èhes
qui sont sur la ourbe sinusoïdale. Ces èhes montrent aussi la diretion d'évolution du
front. Les points d'intersetion sont des points xes, 'est-à-dire, e sont les points où la
vitesse du front est nulle.
L'arohage orrespond à x˙0 = 0, soit
−
√
3δν − 4
√
3
3
σ˜r cos((p− q − 1)k x0√
µ
+ ϕ) = 0,
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cos((p− q − 1)k x0√
µ
+ ϕ) = −3
4
δν
σ˜r
.
Cette équation montre que la ondition d'arohage, 'est-à-dire telle qu'il existe des
points xes auxquels le front soit attahé, est∣∣∣∣34 δνσ˜r
∣∣∣∣ ≤ 1.
De ette inégalité, nous pouvons dénir une valeur ritique pour le paramètre δν en
fontion du paramètre σ˜
δνc ≡ 4
3
σ˜r, (1.25)
et deux autres nouvelles variables
k˜ ≡ (p− q − 1) k√
µ
et
z ≡ k˜ x0 + ϕ.
Ave es hangements de variables, l'équation pour la vitesse du front devient
z˙ = −
√
3(δν + δνc cos z).
Pour raison de simpliité et sans perdre de généralité, nous imposons la ondition initiale
z(0) = 0 et nous intégrons ette équation∫ z
0
dz
δν + δνc cos z
= −
√
3k˜
∫ t
0
dt,
si |δν| > δνc [1℄
2√
δν2 − δν2c
arctan
[
δν − δνc√
δν2 − δν2c
tan
z
2
]
= −
√
3k˜t
tan
k˜ x0 + ϕ
2
= −
√
δν + δνc
δν − δνc tan
[√
3
2
√
δν2 − δν2c k˜t
]
.
Nous avons l'égalité entre deux fontions périodiques, alors quand une de es fontions
est déalée d'une période l'autre doit aussi être déalée d'une période. Soit λ la période
spatiale et τ la période temporelle, 'est-à-dire :
k˜λ
2
= 2π et
√
3
2
√
δν2 − δν2c k˜τ = 2π,
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la vitesse moyenne du front est don donnée par le quotient entre λ et τ
〈x˙0〉 = −λ
τ
〈x˙0〉 = −
√
3
√
δν2 − δν2c .
Si |δν| ≤ δνc il y a une innité de points xes, la période temporelle devient innie et ainsi
la vitesse moyenne du front est nulle 〈x˙0〉 = 0. Nous avons don la vitesse moyenne du
front de Pomeau pour le système dans la région de bistabilité en fontion du paramètre
δν
〈x˙0〉 =
{
−√3 δν
√
1− (δνc/δν)2 si |δν| > δνc
0 si |δν| ≤ δνc
Le graphique de la gure (1.11), montre que la vitesse moyenne du front de Pomeau est
nulle dans l'intervalle [−δνc, δνc] (région d'arohage). Nous pouvons le voir aussi dans
la gure (1.10), en déplaçant la droite horizontale : il y aura des points xes (arohage)
seulement quand elle oupe la ourbe sinusoïdale, 'est-à-dire, quand −δνc ≤ δν ≤ δνc.
δν
δν
−δν
c
c
xo
Fig. 1.11: La vitesse moyenne du front en fontion du paramètre δν.
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1.4 Calul des Intégrales
Pour nir le alul de la vitesse du front, nous allons aluler l'intégrale I. Pour e faire,
nous allons utiliser le plan omplexe et le théorème des résidus en hoisissant un ontour
d'intégration adéquat [60, 61℄. Après, nous allons aluler la phase θ1 loin du ÷ur du
front pour voir le omportement asymptotique du front. Pour faire e alul, nous allons
enore avoir besoin du théorème des résidus.
Nous rappelons le théorème des résidus ainsi que quelques dénitions
Dénition Une fontion f : U ⊆ C → C, est dite dérivable en z0 ∈ U si la limite suivante
existe :
f ′(z0) = lim
z→z0
f(z)− f(z0)
z − z0
Si la fontion est dérivable en tous points du domaine U , elle est dite holomorphe
dans e domaine.
Dénition Soit f une fontion holomorphe dans un voisinage de z0, sauf en z0. Pour
r ∈ R assez déni, on note Cr le erle de entre z0 et de rayon r. Alors
Res(f, z0) ≡ 1
2πi
∮
Cr
f(z)dz
est appelé résidu de f en z0 et il est indépendant de r.
Si la fontion f est holomorphe dans le domaine U − {z0}, elle peut être représentée par
sa série de Laurent, 'est-à-dire
f(z) =
∑
n∈Z
an(z − z0)n,
où le terme n = −1 orrespond justement au résidu de f en z0, a−1 = Res(f, z0).
Dénition z0 est un ple de f si |f(z)| → +∞ quand z → z0. Et z0 est un ple d'ordre
n de f si dans sa série de Laurent a−n 6= 0 et ak = 0 ; ∀k < n.
Si z0 est un ple d'ordre n, nous avons la formule suivante pour aluler le résidu de f en
z0 :
Res(f, z0) =
1
(n− 1)! limz−z0
dn−1
dzn−1
[(z − z0)nf(z)]
Théorème (théorème des résidus) Soit f une fontion holomorphe dans U ⊆ C, sauf en
un nombre ni de points isolés {z1, ..., zn}, alors∮
Γ
f(z)dz = 2πi
n∑
k=1
Res(f, zk)
où Γ = ∂U est le ontour parouru dans le sens trigonométrique.
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1.4.1 Calul de l'intégrale I de la vitesse du front
En remplaçant R0, donné par l'équation (1.18), dans l'équation (1.24) nous obtenons
pour l'intégrale I :
I =
∫ ∞
−∞
3(p+q+1)/4e−2y
(1 + e−2y)
p+q+3
2
e
i(p−q−1)k y√
µdy.
Pour simplier la notation, nous dénissons n ≡ (p+q+3)/2, ω ≡ (p−q−1)k et ε ≡ √µ.
L'intégrale I s'érit
I = 3(n−1)/2
∫ ∞
−∞
e−2y
(1 + e−2y)n
eiωy/εdy.
Nous utilisons les résidus ave le ontour d'intégration de la gure (1.12), que nous appe-
lons Γ qui dépend du valeur de L, pour aluler l'intégrale
IL ≡
∫
Γ
e−2y
(1 + e−2y)n
eiωy/εdy.
Le théorème des résidus nous dit que [61℄
IL = 2πiRes
[
e−2y
(1 + e−2y)n
eiωy/ε, y =
iπ
2
]
= 2πi
(
iω
2ε
)n−1 Pn−2( iεω )
2(n− 1)! e
−ωπ/2ε
(1.26)
où Pn est un polynme d'ordre n donné par le alul des résidus et Pn(0) = 1. Comme le
alul est fait près du point de bifuration, ε =
√
µ est petit alors nous n'avons pas besoin
de aluler le polynme Pn expliitement pare que nous avons déjà le terme dominant.
−L L
pi
pi/2
Fig. 1.12: Le ontour d'intégration pour l'intégrale I ; à l'intérieur il y a un ple pour
y = iπ/2.
L'intégrale IL est omposée de quatre intervalles donnés par le ontour d'intégration de
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la gure (1.12). Les première et troisième intégrales sont liées à l'intégrale I. Les deuxième
et quatrième intégrales vont s'annuler quand L→∞,
IL =
∫ L
−L
e−2y+iωy/ε
(1 + e−2y)n
dy+
∫ L+iπ
L
e−2y+iωy/ε
(1 + e−2y)n
dy+
∫ −L+iπ
L+iπ
e−2y+iωy/ε
(1 + e−2y)n
dy+
∫ −L
−L+iπ
e−2y+iωy/ε
(1 + e−2y)n
dy
=
∫ L
−L
e−2y+iωy/ε
(1 + e−2y)n
dy+i
∫ π
0
e−2iy−ωy/ε−2L+iωL/ε
(1 + e−2L−2iy)n
dy−
∫ L
−L
e−2y+iωy/ε−ωπ/ε
(1 + e−2y)n
dy+i
∫ 0
π
e−2iy−ωy/ε+2L−iωL/ε
(1 + e2L−2iy)n
dy
dans la limite L → ∞, les deuxième et quatrième intégrales vont exponentiellement à
zéro. En se souvenant de l'équation (1.26), nous avons
I∞ = (1− e−ωπ/ε)
∫ ∞
−∞
e−2y+iωy/ε
(1 + e−2y)n
dy = 2πi
(
iω
2ε
)n−1 Pn−2( iεω )
2(n− 1)! e
−ωπ/2ε
∫ ∞
−∞
e−2y+iωy/ε
(1 + e−2y)n
dy =
πeinπ/2
2 (n− 1)!
( ω
2ε
)n−1 Pn−2( iεω )
sinh(ωπ
2ε
)
,
I = 3(n−1)/2
πeinπ/2
2 (n− 1)!
( ω
2ε
)n−1 Pn−2( iεω )
sinh(ωπ
2ε
)
Pour n /∈ N on arrive à un résultat similaire [60℄. De ette équation, nous voyons que
la limite de I, quand ε va vers zéro, est nulle
lim
ε→0
I = 0.
Cela montre que, près du point de bifuration, les osillations rapides font annuler les
ontributions des termes non résonants et omme le paramètre ritique δνc est propor-
tionnel au module de I (équation (1.25)), alors δνc → 0 quand µ → 0. Don quand nous
sommes plus près du point de bifuration l'intervalle où la vitesse du front est nulle est
plus petit (voir gure (1.11)).
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1.4.2 Calul de la Phase
Maintenant, nous voulons onnaître la forme de la phase pour aratériser le front. En
utilisant (1.22) nous pouvons aluler la dérivée de la phase θ1x. Nous obtenons
R20θ1x = σ˜
∫ x
−∞
R0(x
′ − x0)p+q+1 sin((p− q − 1)kx
′
√
µ
) dx′.
Nous allons estimer l'intégrale
I˜ =
∫ x
−∞
R0(x
′ − x0)p+q+1 ei(p−q−1)
kx′√
µ dx′.
Soit y = x′ − x0
I˜ =
∫ x−x0
−∞
R0(y)
p+q+1 e
i(p−q−1)ky′√
µ dy e
i(p−q−1)kx
′
0√
µ
et en remplaçant R0(y) donné par l'équation (1.18) nous avons
I˜ =
∫ x−x0
−∞
3(p+q+1)/4
(1 + e−2y)(p+q+1)/2
e
i(p−q−1)ky′√
µ dy e
i(p−q−1)kx
′
0√
µ .
Pour rendre la notation plus simple, nous dénissons trois nouveaux paramètres dans
l'intégrale. Soit n ≡ (p+ q + 1)/2, ω ≡ (p− q − 1)k et ε ≡ √µ. L'intégrale à aluler est
maintenant (sans le terme onstant 3(p+q+1)/4)
I˜1 =
∫ x−x0
−∞
eiωy/ε
(1 + e−2y)n
dy.
Nous étudions le as n ∈ N. Dans le as n6= N le résultat est similaire pour la dépen-
dane de la phase en fontion du paramètre de bifuration µ. Nous voulons obtenir le
omportement de ette phase pour x→ +∞. Le théorème des résidus nous dit que
∫
Γ
eiωy/ε
(1 + e−2y)n
dy = 2πiRes
où Γ = Γ1 + Γ2 + Γ3 est le ontour d'intégration donné dans la gure (1.13). Dans e
ontour il y a un ple seulement dans le as x > x0, alors si x < x0 ⇒ Res = 0 et si
x > x0
Res =
2πi
(n− 1)!
1
2
(
iω
2ε
)n−1
e−ωπ/2ε. (1.27)
L'intégrale sur le ontour Γ peut être divisée en trois sous-ontours (Γ1, Γ2 et Γ3), e
qui nous donne trois intégrales. Deux sont liées à l'intégrale que nous herhons et nous
allons borner la troisième,
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i pi
Γ1
Γ2
Γ3
x−x0
Fig. 1.13: Le ontour d'intégration pour la phase.
∫
Γ
eiωy/ε
(1 + e−2y)n
dy =
∫ x−x0
−∞
eiωy/ε
(1 + e−2y)n
dy+
∫ x−x0+iπ
x−x0
eiωy/ε
(1 + e−2y)n
dy+
∫ −∞+iπ
x−x0+iπ
eiωy/ε
(1 + e−2y)n
dy.
Soit les hangements de variables y = x−x0+ iz dans la deuxième intégrale et y = u+ iπ
dans la troisième intégrale
∫
Γ
eiωy/ε
(1 + e−2y)n
dy =
∫ x−x0
−∞
eiωy/ε
(1 + e−2y)n
dy+
∫ π
0
e−ωz/εe−iω(x−x0)/ε
(1 + e−2(x−x0+iz))n
dz+
∫ x−x0
−∞
eiωu/εe−ωπ/ε
(1 + e−2u)n
du
=
(
1− e−ωπ/ε) ∫ x−x0
−∞
eiωy/ε
(1 + e−2y)n
dy + ie−iω(x−x0)/ε
∫ π
0
e−ωz/ε
(1 + e−2(x−x0+iz))n
dz
=
2πi
(n− 1)!
1
2
(
iω
2ε
)n−1
e−ωπ/2ε.
Cette dernière relation vient de l'équation (1.27) pour le résidu et de ette relation, nous
déterminons l'intégrale qui nous intéresse
∫ x−x0
−∞
eiωy/ε
(1 + e−2y)n
dy = −ie
iω(x−x0)/ε
1− e−ωπ/ε
∫ π
0
e−ωz/ε
(1 + e−2(x−x0+iz))n
dz︸ ︷︷ ︸+
π
2 (n− 1)!
( ω
2ε
)n−1 einπ/2
sinh ωπ
2ε
.
≡ I˜2
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Nous étudions l'intégrale I˜2
∣∣∣I˜2∣∣∣ = ∣∣∣∣
∫ π
0
e−ωz/ε
(1 + e−2(x−x0+iz))n
dz
∣∣∣∣
≤
∫ π
0
e−ωz/ε
|1 + e−2(x−x0+iz)|n dz
=
∫ π
0
e−ωz/ε
(1 + 2e−2(x−x0) cos 2z + e−4(x−x0))n/2
dz
≤
∫ π
0
e−ωz/ε
(1− e−2(x−x0))n dz
=
ε
ω
1− e−ωπ/ε
(1− e−2(x−x0))n .
Nous onstatons que l'intégrale I˜2 est bornée par une fontion déroissante de x. Nous
étudions le omportement à l'inni, x−x0 → +∞, pour voir omment la phase varie loin
du ÷ur du front. La limite x−x0 → −∞ n'est pas intéressante pare que l'amplitude va
vers zéro, alors, dans ette limite le front va vers une solution homogène. Dans la limite
x− x0 → +∞, nous avons
∫ x−x0
−∞
eiωy/ε
(1 + e−2y)n
dy ≃ i ε
ω
eiω(x−x0)/ε +
π
2 (n− 1)!
( ω
2ε
)n−1 einπ/2
sinh ωπ
2ε
,
et en revenant a l'intégrale I˜, elle est approximativement
I˜ ≃ 3 p+q+14

 −i√µσ˜
(p− q − 1)k e
i(p−q−1) kx√
µ +
πσ˜
2(p+q+1
2
)!
(
p− q − 1
2
√
µ
) p+q−1
2 ei
p+q+1
4
π
sinh (p−q−1)kπ
2
√
µ
e
i(p−q−1)kx0√
µ

 .
Loin du ÷ur du front l'amplitude R0 a un omportement onstant, pour x− x0 → +∞,
R0 → 31/4, alors, la dérivée de la phase, loin du ÷ur du front, est
θ1x ≃ 3
p+q−1
4 σ˜

−√µ cos
(
(p− q − 1) kx√
µ
)
(p− q − 1)k + π
(
p− q − 1
2
√
µ
) p+q−1
2 sin
(
(p− q − 1)kx0√
µ
+ p+q+1
4
π
)
2(p+q+1
2
)! sinh (p−q−1)kπ
2
√
µ

 .
Nous intégrons ette relation par rapport à l'espae, e qui nous donne
θ1 ≃ 3
p+q−1
4 σ˜

−µ sin
(
(p− q − 1) kx√
µ
)
(p− q − 1)2k2 + π x
(
p− q − 1
2
√
µ
) p+q−1
2 sin
(
(p− q − 1)kx0√
µ
+ p+q+1
4
π
)
2(p+q+1
2
)! sinh (p−q−1)kπ
2
√
µ

 .
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De ette dernière équation, le deuxième terme est dominant, et la phase a don un om-
portement linéaire loin du ÷ur du front :
θ1 ≃ π σ˜ x
2(p+q+1
2
)!
(√
3
2
p− q − 1√
µ
) p+q−1
2 sin
(
(p− q − 1)kx0√
µ
+ p+q+1
4
π
)
sinh (p−q−1)kπ
2
√
µ
Cela veut dire que le front présente un omportement osillatoire loin du ÷ur du front
(front de Pomeau, voir gure (1.1)). Nous voyons aussi que près du point de bifuration,
'est-à-dire, quand µ→ 0, la phase va vers une valeur onstante, pare que la pente de la
fontion linéaire qui dérit la phase va vers zéro, e qui veut dire que quand on s'approhe
du point de bifuration, la longueur d'onde du front de Pomeau augmente et à la limite
tend vers l'inni. Le front de Pomeau devient alors un front simple qui onnete deux
états homogènes.
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2 Une Goutte qui tombe dans un
Fluide plus dense
2.1 Introdution
Il y a une innité de phénomènes physiques simples à réaliser qui ne néessitent qu'un
modeste équipement et qui n'ont pas enore de solutions. La physique des uides est
une grande soure de e type de phénomènes [63, 90℄. Ii, nous présentons un exemple
simple et faile à réaliser : déposez une goutte de lait à la surfae de l'eau et observez
la formation d'un anneau (anneau de vortiité [81, 83℄) qui se brise ensuite en petites
gouttes qui vont développer à nouveau des anneaux. Thomson et Newall[88℄ ont fait ette
expériene et un sièle plus tard Chen et Chang[27℄ l'ont refaite, puis Arehi et al.[5, 6, 7℄.
La vaste littérature sur ette expériene montre que, bien que simple, elle n'est pas enore
omplètement omprise [26, 79, 83℄.
Jusqu'à présent, toutes les expérienes ont été faites dans le as de diérenes de densité
positive entre la goutte et le solvant, 'est à dire, la goutte est plus dense que le solvant.
Nous onsidérons le as de diérenes de densité négatives qui n'a jamais été étudié [18℄.
Nous montrons que, même si la goutte est moin dense que le solvant, elle desend jusqu'à
une hauteur nie. Initialement la goutte subit une forte impulsion vers l'intérieur du
solvant à ause de la onversion de l'énergie de tension de surfae en énergie inétique [4℄.
Cette forte injetion induit une instabilité type Kelvin- Helmholtz [24, 52, 55℄ (instabilité
de l'interfae entre deux uides superposés ave une vitesse horizontale relative) en réant
un anneau de vortiité qui s'élargit et avane jusqu'à s'arrêter par dissipation visqueuse.
Quand l'anneau s'arrête, une nouvelle instabilité apparaît du type Rayleigh-Taylor [24,
73, 87℄ (deux uides superposés de diérentes densités) qui amène à la fragmentation
de l'anneau en petites gouttes. Si la diérene de densité est positive les petites gouttes
ontinuent à desendre, mais si la diérene de densité est négative elles ommenent à
remonter à la surfae.
Nous dérivons la dynamique de la goutte ave un modèle simple, qui prend en ompte
la fore d'Arhimède, la dissipation visqueuse (loi de Stokes), et la transformation initiale
d'énergie de tension superielle en énergie inétique. Nous faisons la omparaison entre
e modèle et les résultats des expérienes. Finalement, nous dérivons l'interation entre
les anneaux de vortiité dus aux petites gouttes, et la surfae du solvant.
Nous allons tout d'abord rappeler les méanismes des instabilités hydrodynamiques
de Kelvin-Helmholtz et de Rayleigh-Taylor pour mieux omprendre le phénomène de la
goutte qui tombe dans un uide plus dense.
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2.2 Instabilités Hydrodynamiques
Les équations qui gouvernent l'hydrodynamique sont intrinsèquement non linéaires et
ompliquées à résoudre, et en général on peut le faire seulement à l'aide d'un ordinateur.
Cependant es équations ont quelques solutions simples omme par exemple : il existe
la solution interfae plane entre deux uides même si le système est vibré vertialement
(instabilité de Faraday [22, 23, 40, 46, 80℄), ou si les deux uides ont des vitesses diérentes
(instabilité de Kelvin-Helmholtz [52, 55℄), ou si le uide du haut est plus lourd que elui
du bas (instabilité de Rayleigh-Taylor [73, 87℄) ; il existe la solution hamp de vitesse
stationnaire pour un uide entre deux ylindres oaxiaux qui tournent autour de leur
axe (instabilité de Couette-Taylor [53℄) ; il existe la solution hamp de vitesse nulle pour
un uide entre deux plaques à diérentes températures (instabilité de Rayleigh-Bénard
[19, 48, 74℄), ou même si on haue la fae inférieure d'une ouhe mine de liquide,
dont la surfae supérieure est libre (instabilité de Bénard-Marangoni [19, 50℄). Toutes
es solutions, bien que toujours mathématiquement valables, ne sont expérimentalement
visibles seulement dans une région de l'espae de paramètres. En eet, en dehors de ette
région, une petite perturbation à ette solution va faire basuler le système vers une autre
solution. En général, elle-i est plus omplexe et on dit que la solution initiale est instable
dans ette région. L'étude de es régions de stabilité et instabilité, est le premier pas pour
omprendre les instabilités hydrodynamiques et 'est e que nous allons faire ave les
instabilités de Kelvin-Helmholtz et Rayleigh-Taylor.
Fluide 2
Fluide 1
V
V
1
2
Fig. 2.1: L'instabilité de Kelvin-Helmholtz
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2.2.1 Instabilité de Kelvin- Helmholtz
Nous allons étudier l'instabilité de l'interfae entre deux uides superposés ave des
vitesses diérentes. Soit V1 et V2 la vitesse du uide 1 et du uide 2, respetivement, dans
la diretion x, omme on voit sur la gure (2.1) et ρ1, ρ2 leurs densités. Nous négligeons les
eet de visosité. Nous supposons que l'instabilité est bidimensionnelle, aratérisée par la
hauteur de l'interfae z = ξ(x, t) et z = 0 est la solution non perturbée. Nous supposons
aussi que les deux uides sont inompressibles ∇ · v = 0, et potentiels ∇× v = 0, alors la
vitesse peut s'érire omme le gradient d'un potentiel salaire Φ
~vi = ∇ [Vi x+ Φi(x, z, t)] i = 1, 2
où Vi x sont les potentiels des vitesses de l'éoulement non perturbé. Φi sont les parties des
potentiels dues à la perturbation. Nous allons herher des relations entre es potentiels
perturbés et l'amplitude des perturbations z = ξ(x, t). Pour ela, nous allons utiliser la
ondition aux limites qui dit que les omposantes normales des vitesses de deux uides à
l'interfae doivent être égales
α
X
Z
Z=ξ(x,t)
Z=0 interface non perturbée
n
αα
α
n vz
vx
Fig. 2.2: L'angle α représente la pente loale de l'interfae et à droite on a représenté la
projetion des omposantes de la vitesse sur la normale à l'interfae.
~v1 · nˆ|z=ξ = ~v2 · nˆ|z=ξ =
∂ξ
∂t
cosα,
nˆ est la normale à l'interfae et α est l'angle entre la tangente et l'horizontale omme
on le voit sur la gure (2.2). La projetion de la vitesse sur la normale à l'interfae nous
donne
~vi · nˆ = vi,z cosα− vi,x sinα
où vi,x et vi,z sont les omposantes x et z de la vitesse du uide i (i = 1, 2).
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De es deux dernières équations nous avons
∂ξ
∂t
= vi,z − vi,x tanα,
mais nous savons que tanα = ∂ξ/∂x, vi,z = ∂Φi/∂z et vi,x ≃ Vi, e qui nous donne deux
relations entre les potentiels Φi et l'amplitude des perturbations ξ
∂Φ1
∂z
=
∂ξ
∂t
+ V1
∂ξ
∂x
, (2.1)
∂Φ2
∂z
=
∂ξ
∂t
+ V2
∂ξ
∂x
. (2.2)
Mais e n'est pas susant, nous avons besoin d'une troisième relation qui va résulter de
l'équation de Bernoulli
pi + ρi
∂Φi
∂t
+ ρig z +
1
2
ρiv
2
i = Ci i = 1, 2 (2.3)
où pi est la pression, ρi la densité et Ci est une onstante liée au uide i (i = 1, 2). Pour
utiliser ette équation nous devons onnaître les quantités Ci, v
2
i et pi.
Nous obtenons la valeur de la onstante Ci de la solution non perturbée, e qui nous
donne
Ci =
1
2
ρiV
2
i . (2.4)
Pour les v2i , nous les érivons en fontion des potentiels
vi =
(
Vi +
∂Φi
∂x
)
xˆ +
∂Φi
∂z
zˆ
v2i = V
2
i + 2Vi
∂Φi
∂x
+
(
∂Φi
∂x
)2
+
(
∂Φi
∂z
)2
v2i ≃ V 2i + 2Vi
∂Φi
∂x
. (2.5)
Pour aluler la diérene entre les pressions p1 et p2 dans l'équation de Bernoulli, nous
utilisons la loi de Laplae
p1 − p2 = γ
(
1
R
− 1
R′
)
où R et R′ sont les rayons de ourbure prinipaux de l'interfae au point onsidéré,
et γ est le oeient de tension superielle. Comme nous onsidérons seulement des
perturbations dans la diretion de l'axe x alors R′ =∞ et nous supposons que l'amplitude
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des perturbations est petite, alors
1
R
=
∂2ξ
∂x2
e qui nous donne, pour la diérene de pression entre les deux uides à l'interfae,
p1 − p2 = γ ∂
2ξ
∂x2
. (2.6)
En reportant les équations (2.4), (2.5) et (2.6) dans l'équation de Bernoulli (2.3) nous
obtenons la troisième relation herhée
γ
∂2ξ
∂x2
+ (ρ1 − ρ2) g z + ρ1∂Φ1
∂t
− ρ2∂Φ2
∂t
+ V1
∂Φ1
∂x
− V2 ∂Φ2
∂x
= 0. (2.7)
Comme les uides sont inompressibles ∇ · vi = 0, les potentiels doivent satisfaire
l'équation de Laplae ∇2Φi = 0. Si nous supposons que le potentiel peut être érit omme
un produit d'une fontion dépendant seulement de x et l'autre de z, 'est-à-dire
Φi = f(x) g(z) h(t),
nous avons
f ′′(x)
f(x)
= −g
′′(z)
g(z)
= −k2,
soit, f(x) = exp ikx et g(z) = exp±kz. Pour la partie temporelle, nous herhons les
modes de Fourier h(t) = exp iωt de la perturbation,
Φ1 = A1e
i(kx+ωt)−kz
Φ2 = A2e
i(kx+ωt)+kz ,
les signes  -  et  +  assurent que à ±∞ les potentiels s'annulent, et don loin de
l'interfae, le hamp de vitesse est elui du système non perturbé. L'amplitude de la
perturbation de l'interfae doit avoir une dépendane similaire aux potentiels,
ξ = A3e
i(kx+ωt).
En reportant les expressions de Φ1, Φ2 et ξ dans les équations (2.1), (2.2) et (2.7), nous
obtenons un système d'équations pour les Ai. Soit la matrie M et le veteur ~c,
M ≡

 −iρ1(ω + V1k) iρ2(ω + V2k) (ρ2 − ρ1) g + γk2−ik 0 ω + V1k
0 ik ω + V2k

 ; c ≡

 A1A2
A3

 ,
alors le système s'érit M~c = 0, et pour que e système ait des solutions non triviales,
nous devons imposer la ondition detM = 0, e qui nous donne la relation de dispersion
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k
σ
k c
σmin
I
III
II
Fig. 2.3: Domaine de stabilité : la région I est le domaine d'existene d'ondes ontrlées
par la gravité, la région II est le domaine d'instabilité et la région III est le
domaine d'existene d'ondes ontrlées par la tension de surfae.
herhée
k
[
ρ1(ω + V1k)
2 + ρ2(ω + V2k)
2 − (ρ2 − ρ1) g k − γk3
]
= 0.
En développant ette relation nous avons, pour k 6= 0
ω2
k2
+ 2
ρ1V1 + ρ2V2
ρ1 + ρ2
ω
k
+
ρ1V
2
1 + ρ2V
2
2
ρ1 + ρ2
− ρ2 − ρ1
ρ1 + ρ2
g
k
− γk
ρ1 + ρ2
= 0.
Nous résolvons ette équation pour ω/k
ω
k
= −ρ1V1 + ρ2V2
ρ1 + ρ2
±
√
ρ2 − ρ1
ρ1 + ρ2
g
k
+
γk
ρ1 + ρ2
− ρ1ρ2 (V1 − V2)
2
(ρ1 + ρ2)
2 . (2.8)
De ette dernière relation nous obtenons a ondition pour avoir des instabilités
ρ1ρ2 (V1 − V2)2
(ρ1 + ρ2)
2 ≥
ρ2 − ρ1
ρ1 + ρ2
g
k
+
γk
ρ1 + ρ2
.
En dénissant la fontion
σ(k) =
ρ2 − ρ1
ρ1 + ρ2
g
k
+
γk
ρ1 + ρ2
,
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nous voyons que ette fontion a un minimum pour
kc =
√
(ρ2 − ρ1)g
γ
,
et la valeur minimale de ette fontion est
σmin = σ(kc) = 2
√
(ρ2 − ρ1)gγ
ρ1 + ρ2
.
Finalement, en utilisant l'expression de kc, notre ondition d'instabilité devient
(V1 − V2)2 ≥ 2(ρ1 + ρ2)
ρ1ρ2
√
(ρ2 − ρ1)gγ.
Le domaine de stabilité est représenté dans la gure (2.3) : à l'intérieur de la région II le
système est instable, à l'extérieur de ette région les ondes de perturbation se propagent
sous la forme d'ondes qui sont ontrlées par la gravité (région I) ou par la tension de
surfae (région III). Près du nombre d'onde ritique kc, les eets de la gravité et de la
tension de surfae sont du même ordre de grandeur. L'amplitude des ondes dans les régions
I et II sont déroissantes exponentiellement ave le temps si on prend en ompte l'eet de
la visosité.
Fluide 1: ρ
1
Fluide 2: ρ2
x
z
interface z=ξ(x,t)
ρ >ρ
1 2
interface non perturbée z=0
g
L
Fig. 2.4: L'instabilité de Rayleigh-Taylor
37
2.2. Instabilités Hydrodynamiques
2.2.2 Instabilité de Rayleigh-Taylor
Nous étudions dans e paragraphe l'instabilité de l'interfae entre deux uides de dié-
rentes densités, le plus dense étant plaé au-dessus de l'autre, omme représenté dans la
gure (2.4) [73, 84, 87℄.
Le alul que nous avons fait pour l'instabilité de Kelvin-Helmholtz reste valable pour
l'instabilité de Rayleigh-Taylor, mais ave les onditions
V1 = V2 = V ; et ρ1 > ρ2; ∆ρ ≡ ρ1 − ρ2.
Dans e as, la relation de dispersion que nous avons obtenue dans la setion préédente
(équation (2.8)), s'érit
ω
k
= −V ±
√
γk
ρ1 + ρ2
− ∆ρ
ρ1 + ρ2
g
k
.
An que le système soit instable, il faut que le terme à l'intérieur de la raine arrée soit
négatif, e qui nous donne le nombre d'onde ritique
kc =
√
∆ρ g
γ
.
Ce nombre d'onde dénit une longueur ritique pour les perturbations du système,
Lc =
2π
kc
,
Lc = 2π
√
γ
∆ρ g
,
et seules les perturbations de longueur d'onde plus grande que la longueur ritique vont
s'amplier, les autres vont être ontrlées par la tension de surfae. Si le système a une
taille nie L > Lc, alors l'interfae va être instable à ause de la gravité et si L < Lc
l'interfae va être stabilisée grâe à la tension superielle.
Si ρ2 est la densité de l'air, alors ρ2 ≪ ρ1 et ∆ρ ≃ ρ1 ≡ ρ, de sorte que la longueur
ritique peut s'érire Lc = 2πlc, où lc =
√
γ/ρg orrespond à la longueur apillaire du
uide.
Dans le as où le uide le plus lourd est une ouhe ne, on peut obtenir une solution
exate et si la perturbation initiale est sinusoïdale, la forme évolue vers elle d'une yloïde
[67℄.
Une très belle expériene, montrant la rihesse de l'instabilité de Rayleigh-Taylor, a été
développée à l'INLN. Elle montre la déstabilisation d'un lm d'huile de silione sous un
plan horizontal poreux ontinûment alimenté [68, 69℄.
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2.3 Montage Expérimental et Traitement de Données
Le montage expérimental, représenté gure (2.5), onsiste en un réipient transparent
retangulaire de base 10× 10 cm2 et de hauteur 40 cm, monté sur un support métallique
rigide. Le solvant est un mélange d'eau distillée ave glyérine à 25% et la goutte est
aussi un mélange d'eau distillée ave glyérine en onentration omprise entre 0 et 25%.
La goutte se forme àla sortie de l'aiguille d'une miro seringue de Hamilton de haute
préision dont le volume peut varier de 1 à 10 µl. Une fois formée, la goutte est déposée
adiabatiquement, au moyen d'une plate-forme de transfert mirométrique, sur la surfae
du solvant. La vue latérale et inférieure de la goutte dans le solvant est enregistrée au
moyen d'une améra CCD (Charge Coupled Devie) ave l'élairage d'un laser (λ =
532nm). La goutte est légèrement dopée ave de la uoreséine pour la visualiser.
 laser
40 cm
10 cm
CCD
CCD
bottom view
side view
microsyringe
Fig. 2.5: Montage expérimental : un laser (λ = 532nm) illumine latéralement le réipient
transparent ; la goutte est enregistrée par une améra CCD.
Nous réalisons plusieurs expérienes en hangeant le volume des gouttes et la diérene
de densité entre la goutte et le solvant. Pour haque ensemble d'expérienes nous enre-
gistrons plusieurs lms en suivant l'évolution de la goutte et pour haque enregistrement
nous suivons le proédé suivant. Nous transformons toutes les images d'un lm en binaire
en hoisissant un seuil unique d'intensité ave, pour ritère, de minimiser la disontinuité
de haque image ave la suivante. Inmédiatement, dans haque image nous identions le
entre de masse de la goutte, enregistrons ses oordonnées et suivons sa trajetoire jus-
qu'à e qu'elle s'arrête et ommene l'asension, étant fragmentée en petites gouttes. À
partir de e point, nous séletionons seulement un fragment et suivons son mouvement en
enregistrant les oordonnées de son entre de masse.
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2.4 Données
Nous observons, dans la gure 2.6, le omportement typique d'une goutte d'eau distillée
ave 15% de glyérine, de volume V = 2µl qui tombe dans un solvant d'eau distillée ave
glyérine à 25% (∆ρ = 0.053 g/cm3). Le taux d'aquisition des images de la améra est
de 25 images/sec. Nous pouvons voir la rapide injetion de la goutte dans le solvant,
la formation de l'anneau, ses ondulations et ensuite la fragmentation en quatre petites
gouttes qui remontent à la surfae libre du solvant. Nous observons aussi, que quand
l'anneau s'étale, il reste attahé à une membrane onvexe.
Fig. 2.6: Séquene des images montrant l'injetion de la goutte, la formation de l'anneau
et la fragmentation ; a) t = 0.08 s, b) t = 0.20 s, ) t = 0.32 s, d) t = 0.44 s, e)
t = 0.56 s, f) t = 0.68 s, g) t = 0.80 s, h) t = 0.92 s, i) t = 1.04 s.
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Dans le as ∆ρ positif, il a été observé un phénomène similaire, appelé instabilité du
turban[5℄. Il faut noter que ette instabilité du turban a été observée aussi dans le as des
uides non misibles [12℄.
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Fig. 2.7: La hauteur de la goutte h en fontion du temps pour V = 4µl ; ∆ρ =a) 0.01325,
b) 0.0265, ) 0.03975 et d) 0.04505 g/cm3.
Dans la gure 2.7, nous observons l'évolution de la oordonnée longitudinale h, du
entre de masse de la goutte, en fontion du temps pour un volume xé, V = 4µl, et pour
diérentes valeurs de ∆ρ. Nous pouvons voir que, au fur et à mesure que la diérene de
densité diminue, le temps de montée (le temps que prend un fragment pour arriver à la
surfae) augmente et quand la diérene de densité est nulle, le temps de montée devient
inni. Nous pouvons voir aussi que la hauteur minimale (la hauteur à laquelle l'anneau
de vortiité s'arrête) augmente légèrement quand la diérene de densité augmente. Dans
es graphiques, on remarque aussi l'injetion rapide de la goutte dans le solvant.
La gure 2.8 nous montre aussi l'évolution de la oordonnée longitudinale h, de la
goutte, en fontion du temps, mais pour une diérene de densité xée,∆ρ = 0.04505 g/cm3,
et pour diérentes valeurs du volume V . Nous pouvons observer que, quand le volume de
la goutte augmente, la hauteur minimale diminue, 'est-à-dire, la goutte va plus bas dans
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Fig. 2.8: La hauteur de la goutte h en fontion du temps pour∆ρ = 0.04505g/cm3 ;V =a)
2, b) 4, ) 6 et d) 8 µl.
le solvant. Nous voyons maintenant que 'est le temps de montée qui augmente légèrement
ave le volume de la goutte.
À partir des graphiques 2.7 et 2.8, nous avons alulé la vitesse de la goutte ave la
méthode à trois points, 'est-à-dire :
vi =
hi+1 − hi−1
ti+1 − ti−1 .
Nous avons hoisi ette méthode pare qu'elle donne les ourbes les plus ontinues et nous
pouvons voir les résultats dans les gures 2.9 et 2.10. Sur es graphiques, nous voyons
que, à volume onstant, la vitesse maximale augmente ave la diérene de densité ∆ρ,
alors que le temps de remontée à la surfae diminue (gure 2.9). À diérene de densité
∆ρ onstante, nous onstatons que le temps pour arriver à la surfae augmente ave le
volume de la goutte et la vitesse maximale ne hange pas beauoup (gure 2.10).
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Fig. 2.9: La vitesse de la goutte en fontion du temps pour V = 4µl ; ∆ρ =a) 0.01325,
b) 0.0265, ) 0.03975 et d) 0.04505 g/cm3.
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Fig. 2.10: La vitesse de la goutte en fontion du temps pour ∆ρ = 0.04505g/cm3 ;V =a)
2, b) 4, ) 6 et d) 8 µl.
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À partir de tous es graphiques, il est diile de onlure diretement sur le temps de
desente (le temps que prend l'anneau pour arriver à la hauteur minimale), mais nous
reviendrons par la suite sur e omportement.
Les disontinuités observées dans les graphiques sont dues au détahement des petites
gouttes après la fragmentation de l'anneau. Dans les futures expérienes, nous pensons
mettre des petits traeurs pour enlever es disontinuités et pour déterminer le mouvement
à l'intérieur de la goutte.
2.5 Modèle Théorique Simple
Pour dérire la dynamique de la goutte nous avons développé un modèle simple qui
prend en ompte la dissipation due à la visosité (loi de Stokes), et la poussée d'Arhimède.
Pour une sphère homogène de masse m, densité ρ et rayon r, dans un uide de densité
ρf , et visosité µ, nous avons
ma = m¯ g − 6πrµv
m¯ = V ∆ρ
où V = 4
3
πr3, ∆ρ = ρf − ρ et m = V ρ. L'équation dynamique est don
dv
dt
= g
∆ρ
ρ
− 9
2
µ
r2ρ
v.
Pour la goutte, nous prenons le même modèle,
dv
dt
= g
∆ρ
ρ
− γ ν
r2
v, (2.9)
ν ≡ µ/ρ est la visosité dynamique, r ≡ κ 3√V est la taille aratéristique de la goutte, et
κ, γ sont des fateurs géométriques (γ = 9/2 et κ = 0, 62 pour une sphère). La ondition
initiale, v(t = 0) = v0, est donnée par la transformation d'énergie de tension de surfae
en énergie inétique de translation et rotation
1
2
mv20 +
1
2
Iω2 = 4πσr2,
ave I = αmr2 moment d'inertie de la goutte et ω = βv0/r la fréquene de rotation. Si
toute l'énergie est transformée en rotation, 'est-à-dire, il n'y a pas de glissement, alors
β = 1, si non β > 1. Nous avons don la vitesse initiale de la goutte
v0 = −
√
6σ
(1 + αβ2)ρr
.
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Nous dénissons le temps visqueux τν ≡ r2/γν et nous obtenons la vitesse limite v∞ en
faisant dv/dt = 0 dans l'équation (2.9)
v∞ =
∆ρ
ρ
gτν .
L'équation (2.9) devient
dv
dt
=
v∞ − v
τν
.
Nous intégrons ette équation de v = v0 à v = 0, et nous obtenons le temps de desente
τd, qui est le temps que prend la goutte pour s'arrêter,∫ τd
0
dt
τν
=
∫ 0
v0
dv
v∞ − v
τd = τν ln(1− v0
v∞
), (2.10)
et la hauteur minimale hmin, atteinte par la goutte avant de remonter,∫ hmin
0
dx
τν
=
∫ 0
v0
v
v∞ − vdv
hmin = v∞τd + v0τν . (2.11)
Quand △ρ→ 0, nous avons
hmin = v0τν ∝ V 1/2,
e qui est en aord ave des résultats déjà obtenus [77℄. Si t≫ τν , nous pouvons estimer
le temps de montée simplement en divisant la hauteur minimale par la vitesse limite
τm = −hmin
v∞
=
∣∣∣∣ v0v∞
∣∣∣∣ τν − τd, (2.12)
don le temps total est τT = |v0/v∞| τν . Cependant, le volume quand la goutte remonte
n'est pas le même à ause de la fragmentation, don la vitesse limite doit être alulée
ave le volume V/n, où n est le nombre de fragments. Prenant en ompte ette orretion,
nous obtenons
τm = (τT − τd)n2/3. (2.13)
Le nombre de fragments peut être estimé en utilisant le nombre de Smith S [90℄ et le
nombre de fragmentation F [5℄, e qui a été déjà fait dans la référene [7℄.
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Fig. 2.11: Temps de desente τd en fontion de ∆ρ ; V = 2µl (erles), V = 4µl (tri-
angles), V = 6µl (étoiles), V = 8µl (roix). La ligne est la ourbe théorique
pour V = 5µl.
2.6 Comparaison entre le Modèle et les Résultats des
Expérienes
Dorénavant, nous xons les valeurs des paramètres du modèle théorique : αβ2 = 4,
γ = 6.67 et κ = 0.56. Ave es valeurs dans le modèle, nous omparons nos préditions
théoriques ave les résultats expérimentaux.
Pour les temps de desente, de montée et pour la hauteur minimale, nous avons :
τd = 0.024 V
2/3 ln(1 + 1.879 V
−5/6
∆ρ
),
τm = (0.045
V −1/6
∆ρ
− 0.024 V 2/3 ln(1 + 1.879 V −5/6
∆ρ
))n2/3,
hmin = 0.446∆ρ V
4/3 ln(1 + 1.879 V
−5/6
∆ρ
)− 0.839 V 1/2.
46
Chapitre 2. Une Goutte qui tombe dans un Fluide plus dense
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
0.0
3
Fig. 2.12: Temps de montée τm en fontion de ∆ρ ; V = 2µl (erles), V = 4µl (tri-
angles), V = 6µl (étoiles), V = 8µl (roix). La ligne est la ourbe théorique
pour V = 5µl.
Le graphique de la prédition théorique pour le temps de desente τd, équation (2.10), est
représenté gure (2.11). Cette ourbe est en bon aord ave les données expérimentales
pour ∆ρ > 0.02 g/cm3, mais elle présente de grandes déviations pour des valeurs plus
petites de ∆ρ. En fait, quand ∆ρ→ 0 la divergene logarithmique ne prend pas en ompte
la dissipation due à l'augmentation du rayon de l'anneau de vortiité. Pour inlure et
eet il faudrait développer un modèle plus sophistiqué qui dérirait la dynamique de la
formation de l'anneau et son évolution. Nous voyons aussi que la dispersion des points est
plus grande quand la diérene de densité ∆ρ, est plus petite.
Pour le temps de montée, nous normalisons les données expérimentales en divisant
haque valeur par n2/3, où n est le nombre de petites gouttes après la fragmentation
(voir équation (2.13)). Ave l'équation (2.12), nous avons un très bon aord ave les
données expérimentales, et nous pouvons le voir dans la gure (2.12), où nous avons fait
le graphique de la ourbe théorique pour V = 5µl, tous les autres volumes donnant des
résultats similaires.
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Fig. 2.13: La hauteur minimale hmin en fontion de ∆ρ ; V = 2µl (erles), V = 4µl
(triangles), V = 6µl (étoiles), V = 8µl (roix).
La hauteur minimale hmin, atteinte par la goutte avant de ommener à remonter, est
présentée dans la gure (2.13) en fontion de ∆ρ, ave les ourbes théoriques, équation
(2.11), pour V = 2, 4, 6, 8 µl. Nous pouvons voir que les ourbes théoriques sont en
bon aord ave les données expérimentales spéialement pour V petit. Pour les volumes
plus grands il y a des eets de forme qui ne sont pas pris en ompte dans le modèle
théorique. Il faut noter que, à la limite de l'erreur expérimentale, pour ∆ρ = 0 nous
obtenons la loi d'éhelle hmin ∝ V 1/2 qui est en aord ave des résultats déjà publiés [77℄.
Le rapprohement entre les ourbes, pour les grandes diérenes de densité, est dû au
fait que la fore d'Arhimède devient plus importante que l'injetion d'énergie inétique
initiale et à la limite quand ∆ρ→∞, hmin ∝ ∆ρ−1V −1/3 → 0.
Nous exprimons h et t en fontion de hmin et τT , et nous présentons es variables
sans dimension dans la gure (2.14). Nous pouvons voir que toutes les gouttes suivent
approximativement la même loi d'évolution. Dans la première étape, après l'injetion de
la goutte, l'évolution est très semblable à elle observée dans le as de diérenes de
densité nulle ∆ρ = 0 : la goutte tombe rapidement à l'intérieur du solvant et développe
un anneau. Ensuite, l'anneau s'arrête à ause de la dissipation de l'impulsion initiale. À
e moment, la goutte atteint la hauteur minimale hmin, où la vitesse hange de diretion
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Fig. 2.14: Comportement hauteur vs temps exprimés en variables sans dimension, pour
toutes les expérienes à 25% de glyérine dans le solvant.
et une nouvelle instabilité apparaît en donnant lieu à la fragmentation de l'anneau en
petites gouttes. Pour ∆ρ < 0, les gouttelettes remontent vers la surfae grâe à la poussée
d'Arhimède. Ce régime dynamique orrespond à la partie linéaire du graphique juste
après le minimum. La dissipation visqueuse ralentit le mouvement des fragments, mais
dans e régime dynamique la poussée d'Arhimède est dominante.
Au moment nal, quand les petites gouttes s'approhent de la surfae, nous observons
une déviation de la dépendane linéaire entre la hauteur et le temps. En fait, les goutte-
lettes subissent la poussée d'Arhimède et elles réagissent omme des anneaux de vortiité,
haune subissant une ollision ontre un mur ave une vitesse longitudinale[50℄.
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2.7 Interation entre l'Anneau de Vortiité et la
Surfae
Pour dérire l'interation entre l'anneau de vortiité qui s'approhe perpendiulairement
à la surfae, nous pouvons remplaer la surfae par un anneau image, symétrique par
rapport à la surfae du solvant et de irulation opposée, omme représenté gure (2.15).
La présene de l'image assure que la omposante de vitesse normale à la surfae est
nulle sur elle-i. Alors l'anneau ne rebondit pas sur la surfae et omme la omposante
tangentielle n'a pas besoin d'être nulle en l'absene de visosité, il s'ouvre indéniment
à ause de l'interation ave l'anneau de vortiité image qui induit sur l'anneau une
omposante de vitesse radiale dirigée vers l'extérieur. Plus les deux anneaux s'approhent
plus est forte l'interation. Dans le as visqueux, l'anneau s'ouvre, mais éventuellement
e proessus s'arrête à ause de la dissipation visqueuse et après la diusion [50℄. Le as
de l'interation entre un anneau et une paroi rigide est beauoup plus omplexe et il a été
étudié numériquement et expérimentalement [39, 58, 65, 92℄.
a) b)
Fig. 2.15: Le rapprohement de l'anneau à la surfae du solvant peut être dérit en ajou-
tant un anneau image symétrique par rapport au plan de la surfae. La gure
b) montre que l'anneau ne rebondit pas, mais s'ouvre dû à son interation ave
son image.
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2.8 Conlusion
Nous avons montré un nouveau type d'instabilité des gouttes, où des gouttelettes seon-
daires remontent à la surfae pare que la diérene de densité entre la goutte et le solvant
est négative. Nous avons développé un modèle théorique qui prend en ompte la onver-
sion d'énergie de tension de surfae en énergie inétique et nous montrons que la poussée
d'Arhimède et la dissipation visqueuse dominent la dynamique. Même si le modèle est
simple, il apture l'essentiel du phénomène et donne les lois d'éhelle orretes pour le
temps de l'asension, et pour la hauteur minimale. Pour le temps de desente, le modèle
prédit bien la loi d'éhelle, ela pour des valeurs de densité plus grandes que 0.02 g/cm3.
Pour des valeurs inférieures la déviation entre le modèle et les résultats expérimentaux est
grande, e qui signie que pour de basses densités il y a des eets qui ne sont pas inlus,
et par onséquent il est néessaire de refaire un modèle plus omplet. Enn, quand les
fragments s'approhent de la surfae, on observe une déviation de la dépendane linéaire
de la hauteur en fontion du temps. Les gouttes sentent la présene de la surfae omme
si 'était un mur glissant, e qui équivaut à remplaer le mur par l'image spéulaire des
gouttes ayant une irulation opposée. Il en résulte que les gouttes réduisent leur vitesse
et s'élargissent.
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3 La Valve à Cristaux Liquides ave
Rétro-Ation Optique : Étude
Linéaire
3.1 Introdution
La matière, qui remplit notre univers, présente une variété très rihe de phases ; liquide,
solide et gazeuse sont les plus onnues. Mais beauoup d'autres existent. Par exemple :
le plasma [28℄, le ondensé de Bose-Einstein [3, 17, 42℄, les ristaux plastiques [85℄ et
les ristaux liquides [34℄. Les phases ristalline et liquide exhibent des aratéristiques
opposées, d'un té les ristaux possèdent une struture omplètement ordonnée, tant
de translation que d'orientation ; en revanhe, dans les liquides auun ordre n'existe,
toutes les moléules peuvent se déplaer et tourner librement. Il y a des substanes ave
les aratéristiques des deux phases, 'est-à-dire, ave un ordre d'orientation, et parfois
aussi spatial, omme les ristaux ; et en même temps elles peuvent ouler omme les
liquides pare que leurs moléules ont une liberté de mouvement, et pour ette raison
sont nommées Cristaux Liquides[25, 34, 38, 66℄. Une représentation shématique de ette
phase est donnée sur la gure (3.1).
C'est dans une expériene d'optique non linéaire ave des ristaux liquides que nous
avons étudié l'apparition de strutures loalisées. Les strutures loalisées sont des objets
marosopiques semblables à des partiules, elles peuvent être vues omme des petits
domaines de taille nie dans un système étendu. Dans e système nous pouvons identier
deux éléments : les strutures loalisées et la solution de base qui va dominer le système
vers l'inni. Cette solution de base peut être homogène, périodique, quasi-périodique,
haotique, et. Nous pouvons imaginer que les strutures loalisées sont des partiules au
sein de la solution de base. D'un point de vu dynamique, les strutures loalisées, dans un
système spatialement unidimensionnel, sont des onnexions homolines pour le système
dynamique stationnaire (voir l'espae de phase de la gure (1.5)).
Les strutures loalisées n'existent pas seulement dans des expérienes ave des ristaux
liquides. Des strutures loalisées ont été observées dans diérents domaines omme par
exemple : les matériaux magnétiques [44℄, les expérienes de déharge dans un gaz [10℄,
les tahes dans les réations himiques [57℄, les ondes superielles à la surfae d'un uide
[41℄, les osillons dans les milieux granulaires [91℄, les états isolés en onvetion thermique
[51, 56℄, les ondes solitaires en optique non linéaire [62, 82℄ et les solitons de avité dans
les lasers [86℄.
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3.2 Les Cristaux Liquides
Les ristaux liquides sont des moléules organiques (une moléule typique est représen-
tée gure (3.2)) qui présentent à la fois les aratéristiques des ristaux et des liquides.
Parfois elles sont appelées mésophase (phase intermédiaire) pare que, pour es moléules-
là, il y a un intervalle de valeurs du paramètre de ontrle (en général la température)
pour lequel la phase  ristal liquide  existe. Cet intervalle est entre la phase ristalline
et la phase liquide. Une représentation de ette phase (gure (3.1)), montre le ristal
qui est omplètement ordonné, le liquide qui est omplètement désordonné et entre les
deux, le ristal liquide qui garde l'ordre d'orientation du ristal mais qui peut se déplaer
librement omme le liquide.
Cristal Cristal Liquide Liquide
Fig. 3.1: Les phases solide, ristal liquide et liquide
En général, les moléules de ristal liquide ont une forme allongée omme un bâtonnet,
de l'ordre de 30 10−10m de long et 5 10−10m de large (voir gure (3.2)) et elles interagissent
entre elles à travers trois onstantes élastiques (exion, torsion et en éventail) (gure
(3.3)), qui initent les moléules du ristal liquide à s'orienter dans la diretion moyenne
des voisines. Cette diretion moyenne est nommée le  direteur  ~n.
L'énergie libre de Frank qui résume le omportement élastique d'un ristal liquide,
s'érit sous la forme
Fe(~n(~r)) =
∫
1
2
(
K1(∇ · ~n)2 +K2(~n · (∇× ~n))2 +K3(~n× (∇× ~n))2
)
d~r,
où K1, K2, K3 sont les onstantes élastiques orrespondant à l'éventail, la torsion et la
exion, respetivement. Ces trois types de déformation sont montrées dans la gure (3.3).
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Fig. 3.2: Moléule de ristal liquide
Parmi les multiples propriétés des ristaux liquides, deux seulement nous intéressent :
la biréfringene et la réponse à un hamp életrique ou magnétique externe [25, 38℄. Ave
es deux propriétés nous pouvons onstruire un iruit de rétro-ation. Dans un milieu
biréfringent la lumière voit deux indies de réfration diérents, selon que sa polarisation
est parallèle ou perpendiulaire au direteur. Cela induit une diérene de phase entre
la omposante de lumière polarisée parallèle au direteur (onde extraordinaire) et elle
polarisée perpendiulaire au direteur (onde ordinaire). Par onséquent, la polarisation de
la lumière ayant traversée un ristal liquide est, en général, hangée de manière dépendante
de son orientation initiale par rapport au direteur. Si l'orientation du direteur à son tour
dépend de la polarisation de la lumière inidente, alors on peut avoir des eets de rétro-
ation qui donnent lieu à des dynamiques temporelles haotiques [21, 89℄. En général,
l'inlinaison du direteur va hanger la biréfringene, et la biréfringene va hanger la
polarisation de sortie des rayons lumineux. Cette lumière, nous la nommerons lumière de
leture, puisqu'elle  lit  l'inlinaison du direteur.
splay twist bend
Fig. 3.3: Les trois types de déformation élastique dans les ristaux liquides : en éventail
(splay, K1), torsion (twist, K2) et exion (bend, K3).
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θ
θe
o
α
Fig. 3.4: Illustration expérimentale de la biréfringene ; deux faiseaux polarisés linéaire-
ment à 90l'un de l'autre émergent du prisme ave angles de réfration diérents.
Pour mettre en évidene la biréfringene, nous pouvons faire l'expériene illustrée -
gure (3.4). Elle onsiste à envoyer un faiseau laser dépolarisé sur un prisme de ristaux
liquides. Le prisme est en fait une uve, en forme de oin, remplie de ristaux liquides. Les
deux parois en ontat ave le ristal liquide sont traitées de façon à induire un anrage
planaire (direteur ~n parallèle aux parois) et parallèle à l'arête du prisme. Comme les deux
omposantes de la polarisation voient des indies de réfration diérents, en vertu de la loi
de Snell, la omposante parallèle au direteur (lumière extraordinaire) va être diratée
ave un angle diérent de elui de la omposante orthogonale (lumière ordinaire). Alors, à
la sortie du prisme nous allons trouver deux faiseaux polarisés linéairement : un parallèle
à ~n (lumière extraordinaire) ave un angle de déviation minimale θe et l'autre orthogonal
à ~n (lumière ordinaire) ave un angle de déviation minimale θo. À l'aide de la loi de Snell,
nous pouvons aluler les indies de réfration ordinaire no, et extraordinaire no [66℄
no =
sin((α+ θo)/2)
sin(α/2)
et ne =
sin((α + θe)/2)
sin(α/2)
.
Dans la réponse à un hamp életrique externe (voir gure (3.5)), les moléules de
ristal liquide tendent à s'aligner dans la diretion donnée par e hamp, ainsi un hamp
életrique externe va dénir l'inlinaison du direteur et, par onséquent, ontrler la
polarisation des rayons lumineux.
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Fig. 3.5: Champ életrique externe
Si le ristal liquide est plaé entre deux plaques de verre sur lesquelles la ondition
d'anrage moléulaire est planaire et dans la même diretion, toutes les moléules de ristal
liquide vont s'orienter dans la même diretion, parallèles aux parois. Si nous appliquons
un hamp életrique externe dans la diretion orthogonale aux parois nous allons avoir
ompétition entre l'eet du hamp qui veut aligner les moléules de ristal liquide dans
sa diretion et l'eet de ouplage élastique qui veut que toutes les moléules de ristal
liquide soient dans la diretion parallèle aux parois. Si le hamp életrique est faible, les
moléules vont être orientées parallèles aux parois et seulement pour une valeur ritique de
l'intensité du hamp életrique elles vont ommener à tourner. Cette transition, appelée
transition de Fréederiksz, est super-ritique (voir gure (3.8)) [47℄. L'intensité de hamp
életrique ritique est donnée par la formule
Ec =
π
d
√
K
ǫa
où d est la séparation entre les deux plaques de verre, ǫa = ǫ‖ − ǫ⊥ est l'anisotropie
diéletrique et nous supposons que K = K1 = K2 = K3.
Si la ellule de ristal liquide est mise dans un yle de rétro-ation optique, la transition
de Fréederiksz peut devenir sous-ritique (voir gure (1.7)) [32, 78℄.
Nous avons onsidéré l'ation d'un hamp életrique, mais des onsidérations et des
résultats semblables peuvent être obtenus en substituant le hamp életrique par un hamp
magnétique.
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3.3 Le Montage Expérimental
C'est pour exploiter es propriétés qui a été dessinée la Valve Optique à Cristaux Li-
quides (LCLV - Liquid Crystal Light Valve) [2, 75, 76℄, qui se ompose d'une ellule de
ristal liquide ave un miroir et un photo-onduteur mis entre deux onduteurs transpa-
rents (ITO - Indium-Tin-Oxide) auxquels on applique une tension életrique, réant ainsi
un hamp életrique dans la ellule. La tension est osillante an d'éviter l'aumulation
des harges à l'intérieur du ristal liquide. Le photo-onduteur orrespond à une résis-
tane qui varie loalement ave l'intensité de la lumière inidente, que nous nommerons
lumière d'ériture, en modiant ainsi, loalement, la tension appliquée aux bords de la
ellule à ristaux liquides et, par onséquent, l'inlinaison du direteur.    yyyy        yyyyyyyyITO ITOPCmiroirLecture EcritureV0d
Fig. 3.6: Valve optique à ristaux liquides : photo-onduteur (PC) ; ITO (indium Tin
Oxide), déposition ondutrie et transparente, V0 tension appliqué.
La LCLV est mise dans un iruit optique ave deux polariseurs ; dans le iruit il
y a une longueur de propagation libre où a lieu la diration de la lumière. La rétro-
ation se fait en envoyant un faiseau laser sur la ellule de ristal liquide (lumière de
leture). Ce faiseau est rééhi par le miroir et ensuite rédirigé vers le photo-onduteur
(lumière d'ériture). Plus en détail, la lumière du laser passe par le premier polariseur ;
la lumière polarisée traverse la ellule de ristal liquide en se rééhissant ensuite sur le
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miroir pour traverser enore une fois la ellule et sortir ave un déphasage, qui dépend de
l'inlinaison du direteur, en se transformant en lumière de leture ; ette lumière passe par
le deuxième polariseur qui transforme la modulation de phase en modulation d'intensité ;
de là elle passe par une région où elle est diratée, 'est ette diration qui va donner le
ouplage spatial dans la ellule ; ensuite, à travers un réseau de bre optique, le faiseau
lumineux, déjà transformé en lumière d'ériture, est réinséré vers le photo-onduteur, et
va modier l'inlinaison du direteur, e qui ferme notre iruit de rétro-ation.
Iin
L 1
L 2
P
champ-lointain
Pin
fb
Pfb
ψ1
ψ2
Pin n
n
CCD
L = longueur de propagation libre
champ-proche
CC
D
∆
Fig. 3.7: Montage expérimental. La partie gauhe en bas de la gure montre les angles
que les axes des polariseurs forment par rapport au direteur ~n,ψ1 et ψ2.
C'est dans e système que nous avons trouvé un nouveau type de strutures loalisées
que nous appelons  Pis Loalisés  (Loalized Peaks) [13, 14, 15, 16℄. Celles-i appa-
raissent omme des maxima loaux de grande amplitude qui sont nuléés spontanément
sur une struture spatiale périodique de plus basse amplitude. Ces strutures existent
omme onséquene de la oexistene entre deux états spatialement périodiques.
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Le modèle pour la LCLV, présenté par Cler, Petrossian et Residori [31℄, est une version
améliorée de elui proposé dans la référene [64℄. Il a deux termes : le premier est un
terme de restitution vers un angle θ¯ donné par le voltage V , et le deuxième est un terme
de ouplage diusif,
τ∂tθ = −(θ − θ¯) + ℓ2∇2⊥θ (3.1)
où 0 ≤ θ(r, t) ≤ π/2 représente l'angle moyen d'orientation des ristaux liquides, l est la
longueur de ohérene életrique et τ est le temps de relaxation loal. θ¯ est donné par la
formule empirique (gure 3.8) :
θ¯ =
π
2
(
1−
√
VFT
V
)
si V > VFT
θ¯ = 0 si V < VFT ,
VFT est le voltage de seuil pour la transition de Fréederiksz.
5 10 15 20
0.2
0.4
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θ
Fig. 3.8: Graphique de V0 vs θ : points expérimentaux et ligne théorique
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Dans la LCLV, le potentiel életrique eae V , ressenti loalement par les moléules
de ristal liquide, est donné par la tension totale appliquée V0, et par la réponse du photo-
onduteur à l'intensité de la lumière d'ériture Iw. S'il n'y a pas de lumière d'ériture
sur le photo-onduteur, le potentiel életrique eae est
V = ΓV0,
où Γ est l'impédane des ouhes diéletriques de la LCLV. Pour de petites intensités
de lumière, de l'ordre de quelques mW/cm2, on peut faire l'approximation de la réponse
du photo-onduteur par une fontion linéaire et le potentiel életrique eae peut être
érit omme
V = ΓV0 + αIw(θ,∇⊥),
où α est un paramètre phénoménologique qui prend en ompte, dans l'approximation
linéaire, la réponse du photo-onduteur. Alors, (3.1) devient
τ∂tθ = ℓ
2∇2⊥θ − θ +
π
2
(
1−
√
ΓVFT
ΓV0 + αIw(θ,∇⊥)
)
. (3.2)
Après le polariseur de rétro-ation Pfb, dans la région de propagation libre (gure 3.7), la
propagation de la lumière peut être dérite par l'équation des ondes dans l'approximation
salaire et paraxiale
∇2⊥E − 2iκ
∂
∂z
E = 0.
Cette équation peut être résolue formellement
E(z) = e−i
z
2κ
∇2⊥E(0).
Lintensité de la lumière d'ériture est alors
Iw =
∣∣∣e−i L2κ∇2⊥E(0)∣∣∣2 ,
où L est la longueur de propagation libre (voir gure 3.7) et E(0) est le hamp életrique
de la lumière après avoir traversé le polariseur de rétro-ation Pfb. Plus préisément, elle
a traversé le polariseur d'entrée Pin qui fait un angle ψ1 par rapport au direteur ~n des
ristaux liquides, le polariseur de rétro-ation Pfb qui fait un angle ψ2 par rapport à ~n,
et la ellule de ristaux liquides qui lui a donné un déphasage global ϕ = 2κd∆n cos2 θ
(d est l'épaisseur de la ouhe de ristal liquide et ∆n = ne − no est la diérene entre
l'indie de réfration extraordinaire et ordinaire). Si Ein est le hamp életrique initial,
alors
E(0) =
(
sinψ1 sinψ2 + cosψ1 cosψ2 e
−iϕ) Ein.
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L'intensité de la lumière Iw qui arrive sur le photo-onduteur est donnée par :
Iw = Iin
∣∣∣e−i L2κ∇2⊥ (sinψ1 sinψ2 + cosψ1 cosψ2 e−iϕ)∣∣∣2 , (3.3)
et Iin = |Ein|2. Nous dénissons de nouvelles variables pour simplier les notations
ϕ = β cos2 θ; β = 2κd∆n; ∆n = ne − no
t→ τt ; x→ ℓx ; Λ ≡ − L
2κℓ2
.
(3.4)
Nous pouvons à présent eetuer l'analyse de stabilité linéaire.
3.5 L'Analyse de Stabilité Linéaire
Le système a des solutions stationnaires homogènes qui sont déterminées par V0 et Iin.
Nous allons étudier leur stabilité linéaire en ajoutant à la solution stationnaire homogène
du modèle théorique, une petite perturbation qui dépend de l'espae et du temps. Nous
allons montre que des strutures spatiales peuvent être engendrées par l'instabilité en
fontion de la longueur de diration L, mais aussi de la tension externe appliqué V0 et
de l'intensité de la lumière Iin.
Soit θ0 solution stationnaire homogène du modèle théorique (3.1)
θ0 = θ¯
∣∣
θ=θ0
. (3.5)
Nous perturbons le système autour de ette solution,
θ = θ0 + εθ1 avec ∂tθ1 = σθ1 et ∇2⊥θ1 = −k2θ1 .
Si le système a des onditions de bord périodiques et si le bord est arré, alors θ1 = e
σt+i~k·~x
.
Si le bord est irulaire, θ1 = e
σtJm(kr), où r
2 = x2 + y2, Jm est une fontion de Bessel
et m ∈ Z. La perturbation qu'on doit imposer va dépendre des onditions aux bords et
de la géométrie du système. Cependant, le résultat va être le même, les interprétations
seules vont être diérentes.
En remplaçant θ par la solution perturbée dans Iw (équation (3.3)) et en gardant les
termes jusqu'au premier ordre en ε, nous avons
Iw = Iin
∣∣∣eiΛ∇2⊥ (sinψ1 sinψ2 + cosψ1 cosψ2 (e−iβ cos2 θ0 + εβ sin 2θ0e−iβ cos2 θ0θ1))∣∣∣2 +O (ε2)
= Iin
∣∣∣sinψ1 sinψ2 + cosψ1 cosψ2 e−iβ cos2 θ0 (1 + iεβ sin 2θ0eiΛ∇2⊥θ1)∣∣∣2 +O (ε2) .
Nous pouvons observer que θ1 est un veteur propre de l'opérateur non loal e
iΛ∇2⊥
, lié
à la valeur propre e
−iΛk2
:
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e
iΛ∇2⊥θ1 = (cosΛ∇2⊥ + i sin Λ∇2⊥) θ1
= cosΛ∇2⊥θ1 + i sin Λ∇2⊥θ1
= cosΛk2θ1 − i sin Λk2θ1
= e−iΛk
2
θ1.
Dans la deuxième étape, du alul préédent, nous avons développé le cos et le sin en série
de Taylor, et nous avons utilisé (∇2⊥)nθ1 = −k2nθ1. En remplaçant le résultat du alul
préédent dans Iw, nous obtenons une expression pour l'intensité de la lumière d'ériture
qui dépend seulement du nombre d'onde de la perturbation k et sans l'opérateur de
Laplae,
Iw = Iin
∣∣∣sinψ1 sinψ2 + cosψ1 cosψ2 e−iβ cos2 θ0 (1 + iεβ sin 2θ0e−iΛk2θ1)∣∣∣2 +O (ε2) .
Nous dénissons de nouvelles variables pour simplier la notation dans la formule pour
l'intensité de la lumière d'ériture :
a ≡ sinψ1 sinψ2 ; b ≡ cosψ1 cosψ2 ; ϕ0 ≡ β cos2 θ0 ,
ave es dénitions, l'expression de l'intensité de la lumière d'ériture Iw, devient un peu
plus faile à manipuler. Nous obtenons au premier ordre en ε,
Iw = Iin
∣∣∣a + b e−iϕ0 + iεβb sin 2θ0e−i(Λk2+ϕ0)θ1∣∣∣2 +O (ε2)
= Iin (a
2 + b2 + 2 a b cosϕ0) + 2εIinβb sin 2θ0 (a sin(Λk
2 + ϕ0) + b sin(Λk
2)) θ1 +O (ε2) .
En dénissant enore de nouvelles variables, ar seule la dépendane expliite en k nous
intéresse
A ≡
√
a2 + b2 + 2 a b cosϕ0 ; B ≡ β b sin 2θ0
nous avons, nalement, à l'ordre ε pour Iw
Iw = IinA
2 + 2εIinB
(
a sin(Λk2 + ϕ0) + b sin(Λk
2)
)
θ1 +O
(
ε2
)
,
e qui nous donne la dépendane de l'intensité de la lumière d'ériture en fontion du
nombre d'onde de la perturbation, au premier ordre en ε. L'équation (3.2) ave les variables
dénies en (3.4), nous donne l'équation qui va nous permettre d'obtenir la relation de
dispersion
∂tθ = ∇2⊥θ − θ +
π
2
(
1−
√
ΓVFT
ΓV0 + αIw(θ,∇⊥)
)
.
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Fig. 3.9: La fontion multi-valuée θ0(V0, Iin) : les points représentent les seuils des régions
de bistabilité.
Dans ette équation, nous remplaçons l'expression de l'intensité de la lumière d'ériture
Iw par le résultat obtenu préédemment, et θ par la perturbation. Nous allons obtenir ainsi
la relation entre σ et k,
σεθ1 = −k2εθ1 − εθ1 − θ0 + π2
(
1−
√
ΓVFT
ΓV0+αIinA2+2εαIinB(a sin(Λk2+ϕ0)+b sin(Λk2))θ1+O(ε2)
)
σεθ1 = −k2εθ1 − εθ1 − θ0 + π2
(
1−
√
ΓVFT
ΓV0+αIinA2
(
1− εαIinB
ΓV0+αIinA2
(a sin(Λk2 + ϕ0) + b sin(Λk
2)) θ1
))
.
Mais nous savons grâe à l'équation (3.5) que la variable θ0 est liée à l'intensité de la
lumière initiale Iin et au potentiel V0 par la relation suivante
θ0 =
π
2
(
1−
√
ΓVFT
ΓV0 + αIinA2
)
.
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Il faut noter que θ0 est une fontion multi-valuée, omme nous pouvons le voir sur le
diagramme de la gure (3.9). Cei vient du fait que la variable A dépend aussi de θ0.
Dans ette gure, les points marquent le début de la bistabilité. Cependant, nous pouvons
exprimer V0 en fontion de Iin et θ0, et nous avons alors une vraie fontion uni-valuée
V0 =
VFT(
1− 2θ0
π
)2 − αIinA2Γ
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-10.0
-7.5
-5.0
-2.5
2.5
5.0
7.5
10.0
Iin
θ0
Fig. 3.10: L'intensité de la lumière initiale Iin en fontion de θ0 pour une valeur donnée
du potentiel V0 = 6.0 V .
Nous pouvons aussi exprimer Iin en fontion de V0 et θ0, e qui nous donne aussi une
fontion uni-valuée. Le graphique de ette fontion dans la gure (3.10) représente le plan
V0 = const dans la gure (3.9). La ligne horizontale de la gure (3.10) représente le niveau
minimal d'intensité pour que la solution stationnaire devienne instable, au-dessus de ette
ligne la solution stationnaire est instable et en-dessous elle est stable. La partie négative
n'a pas de signiation physique. Nous voyons que, pour une valeur de θ0 donnée, il y a
un seul état possible, mais pour une valeur de Iin donnée, il y a plusieurs états (multi-
stabilité).
Iin =
Γ
αA2
(
VFT(
1− 2θ0
π
)2 − V0
)
.
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Fig. 3.11: La relation de dispersion σ en fontion de k et θ0, σ = σ(k, θ0) pour V0 = 6.0 V .
Ave es équations, nous obtenons la relation de dispersion σ(k) suivante
σ = −k2 − 1 + π
2
αIinβ b
√
ΓVFT sin 2θ0
(ΓV0 + αIinA2)
3/2
(
a sin(Λk2 + ϕ0) + b sin(Λk
2)
)
, (3.6)
où
A2 =
1
2
(1 + cos 2ψ1 cos 2ψ2 + sin 2ψ1 sin 2ψ2 cosϕ0) .
Le graphique de la relation de dispersion est représenté dans les gures (3.11) et (3.12).
Dans la première gure, la relation de dispersion σ est dessinée en fontion du nombre
d'onde k et de la valeur de la solution stationnaire θ0, et elle montre omment les modes
instables apparaissent quand on augmente la valeur de θ0. Dans la deuxième gure, nous
voyons plus lairement ette apparition. Cette gure montre des oupes transverses de la
gure (3.11) pour diérentes valeurs de θ0. Nous augmentons la valeur de θ0 de 0.424 à
0.471 e qui est équivalent, dans et intervalle, à augmenter l'intensité de la lumière Iin
de 0.000 à 1.165mW/cm2. La gure (3.12) montre don l'apparition des modes instables
quand on augmente l'intensité de la lumière. Dans le graphique (a) l'intensité est nulle et
la relation de dispersion est monotone déroissante et toujours négative, alors la solution
66
Chapitre 3. La Valve à Cristaux Liquides ave Rétro-Ation Optique : Étude Linéaire
stationnaire est stable. Quand on augmente l'intensité, σ ommene à montrer des osil-
lations mais elle reste enore négative (graphique (b)). Si on augmente enore l'intensité,
les osillations ommenent à grandir pour atteindre à l'axe horizontal (graphique d)) et
quand ils le traversent (graphique (e) et (f)), la solution stationnaire n'est plus stable. Le
mode le plus instable est elui qui passe le premier à travers l'axe horizontal (graphique
(d)).
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Fig. 3.12: La relation de dispersion σ(k) pour V0 = 6.0 V et θ0 = a) 0.424 (Iin = 0.000),
b) 0.429 (Iin = 0.031), ) 0.441 (Iin = 0.104), d) 0.447 (Iin = 0.163), e) 0.453
(Iin = 0.250) et f) 0.471 (Iin = 1.165mW/cm
2
).
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Nous pouvons arranger l'équation (3.6) ave un peu de trigonométrie. Nous dénissons
un nouveau paramètre pour simplier la notation. Soit
χ ≡ π
2
αIinβ bA
√
ΓVFT sin 2θ0
(ΓV0 + αIinA2)
3/2
.
Alors, la relation de dispersion s'érit
σ = −k2 − 1 + χ
A
(
a sin(Λk2 +
ϕ0
2
+
ϕ0
2
) + b sin(Λk2 +
ϕ0
2
− ϕ0
2
)
)
σ = −k2 − 1 + χ
A
(
(a− b) sin ϕ0
2
cos(Λk2 +
ϕ0
2
) + (a+ b) cos
ϕ0
2
sin(Λk2 +
ϕ0
2
)
)
σ = −k2−1−χ
A
(
cos(ψ1 + ψ2) sin
ϕ0
2
cos(Λk2 +
ϕ0
2
)− cos(ψ1 − ψ2) cos ϕ0
2
sin(Λk2 +
ϕ0
2
)
)
.
En dénissant un nouvel angle φ,
cos φ ≡ 1
A
cos(ψ1 + ψ2) sin
ϕ0
2
; sinφ ≡ 1
A
cos(ψ1 − ψ2) cos ϕ02 ,
nous pouvons voir lairement le osinus de la somme et obtenir la relation de dispersion,
pour les modes les plus instables, sous la forme
σ = −k2 − 1− χ cos(Λk2 + ϕ0
2
+ φ).
La gure (3.13 (a)) montre la valeur de la solution stationnaire homogène θ0 vs Iin et
la gure (3.13 (b)) montre les ballons d'instabilité k vs Iin, pour Γ = 0.5, VFT = 3.0 V ,
l = 30µm, λ = 632nm, L = −40mm et ψ1 = −ψ2 = 45. Ceux-i sont en aord
qualitatif ave le hangement de nombre d'onde qui aompagne l'apparition des pis
loalisés et la transition de P1 vers P3. Il faut noter que P1 bifurque ave un nombre
d'onde ritique k1 6= 0 (instabilité de type I selon la lassiation de Cross-Hohenberg
[37℄ (voir aussi la gure (3.12) graphique (d))), alors que P2 et P3 sont aompagnés par
l'apparition d'une bande à grande longueur d'onde ave un nombre d'onde ritique zéro.
Ces bifurations ne peuvent pas être proprement lassiées omme type II, ar les deux
bandes instables bifurquent de manière sous-ritique en fontion de Iin. Par onséquent, il
est toujours possible d'identier les deux modes les plus instables, k2max 6= 0 et k3max 6= 0,
orrespondant, respetivement, aux maxima de σ pour P2 et P3. Dans les trois ballons
d'instabilité, les maxima de σ, σmax, sont indiqués sur la gure (3.13 (b)) par les trois
lignes en pointillés.
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Fig. 3.13: a) La solution stationnaire homogène θ0 en fontion de Iin, b) ballons d'insta-
bilité k vs Iin pour V0 = 12.3 V .
Il faut dire que dans les expérienes il y a aussi trois branhes qui apparaissent sur le
diagramme de bifuration, mais elles ne sont pas néessairement issues de la déstabilisation
des trois états homogènes orrespondants. En eet, il existe aussi la possibilité que la
deuxième branhe instable présente une instabilité seondaire, donnant lieu à une troisième
branhe de solutions. Pour plus de détails sur l' aspet expérimental voir la thèse de
Umberto Bortolozzo [13℄.
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Pour aluler les modes les plus instables dans la relation de dispersion, nous la dérivons
par rapport à k et nous annulons ette dérivée pour obtenir les points extrêmes, mais seuls
les points maximaux nous intéressent.
dσ
dk
= −2k
(
1− χΛ sin(Λk2 + ϕ0
2
+ φ)
)
.
Nous obtenons
dσ
dk
∣∣
k0
= 0 ⇒ k0 = 0 ou sin(Λk20 + ϕ02 + φ) = 1χΛ . (3.7)
Nous voyons que k0 = 0 est toujours un extremum, mais ela vient du fait que la relation de
dispersion est une fontion paire de k. Il est plus intéressant de onstater que la ondition
néessaire et susante pour avoir d'autres extremums est
|χΛ| ≥ 1.
Pour voir si un extremum est un maximum ou un minimum, nous devons dériver enore
une fois la dérivée de la relation de dispersion
d2σ
dk2
= −2
(
1− χΛ sin(Λk2 + ϕ0
2
+ φ)
)
+ 4Λ2k2χ cos(Λk2 +
ϕ0
2
+ φ).
Nous avons deux as k0 = 0 ou k0 6= 0 :
Si k0 = 0
d2σ
dk2
= −2
(
1− χΛ sin(ϕ0
2
+ φ)
)
,
et si |χΛ| < 1, alors k0 = 0 est toujours un maximum, 'est le seul extremum du système et
la relation de dispersion est toujours déroissante, 'est-à-dire que k0 = 0 est le maximum
global du système. Si |χΛ| ≥ 1 il va y avoir d'autres extremums (maxima et minima) et
k0 = 0 peut être un minimum.
Si k0 6= 0
d2σ
dk2
∣∣∣∣
k0
= 4Λ2k20χ cos(Λk
2
0 +
ϕ0
2
+ φ) (3.8)
et de (3.7)
sin(Λk20 +
ϕ0
2
+ φ) =
1
χΛ
.
Nous remplaçons dans l'équation (3.8) et nous obtenons
d2σ
dk2
∣∣∣∣
k0
= 4Λ2k20χ
√
1− 1
(χΛ)2
,
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d2σ
dk2
∣∣∣∣
k0
= 4Λk20
√
(χΛ)2 − 1.
De l'équation (3.7) nous obtenons les valeurs des extremums de la relation de dispersion
k0 =
√
1
Λ
(
(−1)n arcsin 1
χΛ
+ nπ − ϕ0
2
− φ
)
et n >
1
π
(
ϕ0
2
+ φ− (−1)n arcsin 1
χΛ
)
Nous ne sommes pas intéressés par tous les extremums, mais seulement par eux qui
maximisent la relation de dispersion. Ave l'équation (3.8), nous pouvons déterminer la
nature des extremums :
Si χ cos(Λk20 +
ϕ0
2
+ φ) > 0, alors k0 est un minimum.
Si χ cos(Λk20 +
ϕ0
2
+ φ) < 0, alors k0 est un maximum.
Si χ cos(Λk20 +
ϕ0
2
+ φ) = 0, nous ne pouvons pas déterminer s'il s'agit d'un maximum
ou d'un minimum de la relation de dispersion et il faudra examiner les dérivées d'ordre
supérieur.
Les graphiques des extremums de la relation de dispersion, quand e sont des maxima,
sont représentés dans la gure (3.13 (b)) par les lignes en pointillés.
Nous allons voir maintenant quelques as partiuliers pour les angles de polarisation ψ1
et ψ2 :
 Si ψ1+ψ2 = π/2, nous avons a = b = 1/2 sin(2ψ1), A = sin(2ψ1) cos(ϕ0/2), φ = π/2.
Alors
χ ∝ 1/ cos
(
β
2
cos2 θ0
)
,
e qui veut dire, qu'il y aura des valeurs de θ0 pour lesquelles la relation de dispersion
va être indénie
θ0m = arccos
√
(2m+ 1)π
β
,
où m ∈ Z. Nous allons voir un eet similaire dans le as suivant et nous allons voir
un peu plus en détail sa signiation.
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Fig. 3.14: Frontière entre les régimes stable et instable dans le diagramme de k vs θ0,
σ(k, θ0) = 0, pour ψ1 = −ψ2 = 45.
 Si ψ1 − ψ2 = π/2, nous avons a = −b = −1/2 sin(2ψ1), A = − sin(2ψ1) sin(ϕ0/2),
φ = 0. Alors
χ ∝ 1/ sin
(
β
2
cos2 θ0
)
,
e qui veut dire qu'il y aura aussi, omme dans la as préédent, des valeurs de θ0
pour lesquelles la relation de dispersion va être indénie
θ0m = arccos
√
2mπ
β
,
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où m ∈ Z. En es points, l'intensité de la lumière Iin va vers l'inni pare que
Iin ∝ 1/A2 = 1/
(
sin(2ψ1) sin
2
(
β
2
cos2 θ0
))
.
Les θ0m orrespondent aux hangements de branhe dans la gure (3.13 (a)) et sont
représentés par les lignes horizontales dans la gure (3.14) qui marquent aussi les
frontières entre les régimes stable (blan) et instable (bleu). Ces lignes horizontales
orrespondent à une intensité de lumière innie, Iin = ∞. Ces lignes montrent que
nous avons toujours la bistabilité pour une intensité susamment grande et pour
0 < ψ1 < π/2, mais quand ψ1 → 0 ou ψ1 → π/2, l'intensité néessaire pour arriver
à la région de bistabilité devient innie. L'intensité minimale pour être bistable est
obtenue quand ψ1 = π/4. Toutes es onlusions peuvent aussi être obtenues pour le
as préédent.
 Si ψ1 = ψ2, nous avons a = sin
2 ψ1, b = 1− a = cos2 ψ1,
A =
√
1− sin2(2ψ1) sin2(ϕ0/2)
et sin φ = 1
A
cos ϕ0
2
. Dans e as-là, les strutures loalisées ont été étudiées expéri-
mentalement en détail en fontion de ψ1 dans les référenes [71, 72℄. Il a été observé
que la région d'existene des strutures loalisées est l'intervalle 38. ψ1 . 54et
pour l'angle ψ1 = 45, le ontraste entre la struture loalisée et le fond est maximale.
 Si ψ1 = −ψ2, nous avons a = − sin2 ψ1, b = 1 + a = cos2 ψ1,
A =
√
1− sin2(2ψ1) cos2(ϕ0/2)
et cos φ = 1
A
sin ϕ0
2
. L'intensité de la lumière est
Iin ∝ 1/A2 = 1/
(
1− sin2(2ψ1) cos2(ϕ0/2)
)
.
Nous en déduisons que pour ψ1 = 45, il y a des valeurs de θ0 pour lesquelles Iin va à
l'inni, e qui veut dire que le système présente une bistabilité. Par ontre, pour les
valeurs ψ1 = 0et ψ1 = 90, l'intensité est une fontion monotone de θ0, 'est-à-dire,
il n'y a pas de bistabilité. Alors, il existe deux valeurs 0 < ψa < 45et 45< ψb < 90,
tel que le système est bistable dans l'intervalle ψa < ψ1 < ψa et seulement dans et
intervalle.
Une solution stationnaire homogène θ0, est instable s'il existe une perturbation de nombre
d'onde k telle que sa dépendane temporelle est exponentiellement roissante, 'est-à-
dire, σ(k, θ0) > 0. Les ourbes pour lesquelles la relation de dispersion est nulle sont la
frontière entre les régimes stable et instable. Les ourbes dans l'espae des paramètres k
vs θ0, sont montrées dans le graphique de la gure (3.14), pour les angles des polariseurs
ψ1 = −ψ2 = 45, e qui orrespond aux as ψ1 − ψ2 = π/2 et ψ1 = −ψ2.
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alisés
Une séquene typique d'images que l'on observe en augmentant Iin est montrée sur la
gure (3.15) (voir aussi la gure (3.13)). Pour de faibles intensités on observe la struture
P1, issue de la bifuration de l'état homogène vers un état périodique (gure (3.15a).
Ensuite, omme montré sur la gure (3.15b), des pis loalisés apparaissent sur P1. Nous
appelons es pis P12, ar, selon notre onjeture, ils proviennent d'un proessus de nu-
léation de P2 sur P1. En augmentant ultérieurement Iin, il apparaît des pis loalisés
d'amplitude plus élevée, que nous appelons P13, ar provenant de la nuléation de P3 sur
P1.
Pour des valeurs intermédiaires de Iin, omme dans la gure (3.15 et d), P13 et P12
oexistent dans les mêmes régions de l'espae [13, 16℄.
b c
fed
a
Fig. 3.15: Séquene d'images montrant la nuléation des pis loalisées : Iin = a) 0.32, b)
0.38, ) 0.40, d) 0.41, e) 0.42 et f) 0.52 mW/cm2. Dans les insertions sur a) et
f) sont montrées les images de hamp lointain pour P1 et P3, respetivement.
3.6 Forme Normale et Modèle Théorique de Pis
Loalisés
Dans ette setion nous allons montrer que les pis loalisés sont une lasse générique
des états loalisés qui apparaissent haque fois qu'un système est le siège d'une oexis-
tene entre deux états spatialement périodiques. Pour donner une desription uniée des
pis loalisés, nous développons un modèle théorique unidimensionnel. Le modèle est basé
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sur une équation d'amplitude (forme normale) qui inlut un forçage paramétrique spatial.
Cette extension par rapport aux équations d'amplitudes onventionnelles, permet de dé-
rire les pis loalisés et tient ompte de l'interation de l'enveloppe qui varie lentement,
ave la petite éhelle de la solution périodique sous-jaente [11℄, bien onnu omme eet
non-adiabatique, que nous avons étudié dans le hapitre (1) [29, 70℄.
pattern 
state
|A|2
µµΜ B2B1
Fig. 3.16: Diagramme de bifuration d'une bifuration super-sous-ritique : l'intervalle
[B1, B2] est la région de bistabilité entre deux états périodiques et µM est le
point de Maxwell.
En général, le prinipal ingrédient pour l'apparition de pis loalisés est la oexistene
entre deux états périodiques dans l'espae. Pour donner une desription générique de ette
situation, nous onsidérons un système qui a une bifuration super-sous-ritique, 'est-à-
dire, la première bifuration est super-ritique et la deuxième est sous-ritique. Dans la
gure (3.16) on voit le diagramme de bifuration typique d'une instabilité super-sous-
ritique. Soit ~u(x, t) un hamp de veteurs qui dérit le système que nous étudions et qui
satisfait l'équation aux dérivées partielles
∂t~u = ~f(~u, ∂x, {λi}),
où {λi} est un ensemble de paramètres. Pour une valeur ritique d'un des paramètres, le
système a une instabilité spatiale ave un nombre d'onde donné q. Près de ette instabilité
spatiale, nous supposons que la solution a la forme ~u = A(X, T )eiqxuˆ+A¯(X, T )e−iqx ˆ¯u+. . .
et l'amplitude satisfait [37℄
∂TA = µA− ν |A|2A + α |A|4A− |A|6A+ ∂XXA, (3.9)
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où µ est le paramètre de bifuration et {ν, α} ontrlent le type de bifuration (premier
ou deuxième ordre dépendant du signe de es oeients). Les termes d'ordre supérieur
sont négligés par l'analyse des éhelles, pare que ν ∼ µ2/3, α ∼ µ1/3, |A| ∼ µ1/6, ∂t ∼ µ,
∂x ∼ µ1/2 et µ ≪ 1. Notez que ette équation est invariante de phase (A → Aeiϕ), mais
le système initial n'a pas ette symétrie.
Comme on voit dans la gure (3.16), pour un intervalle des valeurs du paramètre le
système permet la oexistene entre deux états spatialement périodiques diérents, haun
orrespond à un état homogène pour l'équation d'amplitude. La région de oexistene est
pour B1 < µ < B2. En érivant A = Re
iϕ
, nous pouvons voir que l'état d'équilibre dans
l'équation d'amplitude a la forme
A = Roe
i ε
R2o
x
,
où µ − ε2/R40 − νR20 + αR40 − R60 = 0 et ε est une onstante arbitraire liée à l'invariane
de phase initiale. Il faut noter que dans le as ε positif, le nombre d'onde de la struture
spatiale est modié ave l'inverse du arré de l'amplitude R20, ainsi que les strutures ave
la plus grande amplitude ont les plus petits nombres d'onde. Par ontre, quand ε est
négatif, les strutures ave amplitude plus grande ont des longueurs d'onde plus petites.
Dans la gure (3.17), on montre deux strutures périodiques diérentes qui oexistent
pour les mêmes valeurs de paramètres. Ii ε est négatif, don la struture ave la plus
grande amplitude a la longueur d'onde la plus petite.
Π1
Π2
u(x,t)
x
Fig. 3.17: Un état loalisé obtenu à partir de l'équation (3.11), pour µ = 0.57, ν = 0.43,
α = 2.87, q = 12.00 et η = 0.03. Les lignes en pointillés représentent les deux
solutions périodiques qui oexistent pour les mêmes valeurs de paramètres.
Notez que l'équation d'amplitude préédente est variationnelle et elle peut être érite
∂tA = −δF [A, A¯]
δA¯
,
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où
F =
∫ (
−µ |A|2 + ν |A|
4
2
− α |A|
6
3
+
|A|8
4
+ |∂XA|2
)
dx.
Pour des valeurs données des paramètres, les deux états stables de l'équation (3.9) ont la
même énergie, 'est-à-dire, le système est au point de Maxwell, où le front entre les deux
états est immobile [33℄. Pour avoir des solutions loalisées, on onsidère l'interation entre
deux fronts immobiles près du point de Maxwell. Comme onséquene du omportement
du front à l'inni, l'interation entre les fronts est attrative et a la forme
∆˙ = −ae−λ∆ + δ, (3.10)
où∆ est la distane entre les ÷urs de haque front, δ est la séparation du point de Maxwell
(µ−µM), λ aratérise la déroissane exponentielle du front vers une valeur onstante à
l'inni, et a est un oeient positif qui aratérise les propriétés de l'interation et est
déterminé par la forme du front. La méthode pour faire e alul est la même que elle
qu'on a vu dans les exemples (1.2.1) et (1.2.2) du premier hapitre. L'équation (3.10) a un
point xe instable ∆∗ = − ln(a/δ)/λ qui est la barrière de nuléation entre les deux états
homogènes. Alors, l'équation d'amplitude (3.9) ne présente pas des états loalisés stables,
à ause de la séparation d'éhelle utilisée pour obtenir l'équation d'amplitude. Mais, près
du ÷ur du front, ette supposition n'est plus valable. En fait, dans ette position la
variation lente de l'enveloppe A(X, T ) présente des osillations de la même taille que elle
de la struture sous-jaente (ou similaire). Ce phénomène est appelé eet non-adiabatique
(hapitre (1)).
Pour prendre en ompte et eet, nous modions l'équation d'amplitude pour inlure
les termes non résonants (adiabatiques). Ainsi, l'équation d'amplitude devient
∂TA = µA− ν |A|2A+ α |A|4A− |A|6A + ∂XXA+
∑
m,n≥0
gmnA
mA¯ne
i
q(n−m+1)√
µ
X
où gmn sont des nombres réels d'ordre un. Maintenant, l'équation d'amplitude a un for-
çage paramétrique dans l'espae dû aux termes non résonants. On note que la solution
pour ~u présente la symétrie {x→ −x, A→ A¯} et {x→ x+ xo, A→ Aeiqxo}. Par onsé-
quent, l'équation de l'enveloppe est aussi invariante par ette transformation. En revanhe,
les invarianes par translation spatiale et de phase sont des symétries indépendantes de
l'équation (3.9).
Pour omprendre et illustrer l'eet des termes non résonants nous gardons le terme le
plus important (les autres sont exponentiellement petits en omparaison ave elui-i).
L'équation d'amplitude prend la forme suivante
∂TA = µA− ν |A|2A+ α |A|4A− |A|6A + ∂XXA+ ηA2e−i
q√
µ
X
. (3.11)
Maintenant l'amplitude est spatialement forée ave fréquene q/2π
√
µ et amplitude η.
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∆
∆
Fig. 3.18: Fore d'interation osillatoire entre deux fronts. Les points représentent les
strutures loalisées qui sont montrées dans les petites gures.
Le forçage spatial est responsable du fait que les états homogènes deviennent spatialement
périodiques. Par onséquent, les fronts entre les états périodiques ont un intervalle 
d'arohage  (voir gure (1.11)). Il faut dire que le modèle (3.11) est le plus simple qui
montre des solutions fronts entre deux états spatialement périodiques.
Notez que le maximum de l'enveloppe orrespond au maximum de la solution périodique
initiale. Pour obtenir le hangement de l'interation des fronts omme un résultat du
forçage spatial , nous onsidérons la solution front de l'équation résonante A±(x− xo) =
R±(x− xo)eiε/R2±, où R±(x− xo) satisfait
µR− νR3 + αR5 − R7 + ∂xxR− ε
R3
= 0,
xo est la position du ÷ur du front et l'indie + (-) orrespond à un front monotone
roissant (déroissant). Comme le terme non résonant est une osillation spatiale rapide,
nous le onsidérons omme une perturbation au système et nous reportons la solution de
la forme
A = R+(x− x1(t)) +R−(x− x2(t))− (Ro,+ −Ro,−) + δWeδϕ,
dans l'équation (3.11), où δW et δϕ sont des perturbations et Ro,± sont les états d'équilibre
stables de l'équation (3.9) et Ro,+ > Ro,−. Nous obtenons la ondition de solvabilité
suivante pour la fontion δW
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∆˙ = −ae−λ∆ + δ + γ cos
(
q√
µ
∆
)
, (3.12)
ave
a = −2 〈3µR+ − 5νR3+ + 7αR5+ − 3R7+∣∣ ∂xR+〉
δ =
F (R+)− F (R−)
〈∂xR+| ∂xR+〉 ,
γ = η 〈∂xR+| R2+ cos(q x/
√
µ)
〉
,
F (R) = µR2 − νR4/2 + αR6/3− R8/4, et 〈f | g〉 ≡ ∫∞−∞ f(x)g(x)dx.
Comme onséquene du forçage spatial, l'interation entre les deux fronts (équation
(3.12)), a un terme additionnel et désormais alterne entre fores attratives et répulsives.
Il est important de noter que γ est un paramètre exponentiellement petit, proportionel à
η, et qu'il est d'ordre δ. Par onséquent, près du point de Maxwell le système présente une
famille de points d'équilibre ∆˙ = 0. Chaque point d'équilibre orrespond à une solution
loalisée nuléée sur un état périodique, nous appelons es solutions strutures loalisés
(voir gure (3.18)). Les longueurs des strutures loalisés sont des multiples d'une lon-
gueur basique orrespondant au struture loalisé le plus petit. Nous appelons es plus
petits états pis loalisés. Ces solutions orrespondent aux observations expérimentales
rapportées en [16℄ et aux solutions numériques montrées en [59℄.
Dans la gure (3.19), nous voyons le prol d'un pi loalisé enregistré dans l'expériene
de la Valve Optique à Cristaux Liquides (LCLV) [16℄.
0 0.5 1.0 1.5 2.0
0
50
100
150
200
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I (gray levels)
Fig. 3.19: Prol d'intensité d'un pi loalisé unidimensionnel de l'expériene de la LCLV.
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Résumé : Cette thèse se ompose de trois parties. Dans la première est étudiée la vitesse
d'un front entre un état homogène et un état périodique lorsque l'on ajoute les termes
non résonants à la forme normale. On voit que ette vitesse est nulle sur un intervalle ni
autour du point de Maxwell.
La seonde partie est onsarée à l'étude d'une goutte déposée adiabatiquement sur un
solvant plus dense. La goutte tombe dans le solvant jusqu'à une hauteur minimale, en-
suite la fragmentation a lieu et les gouttelettes seondaires remontent à la surfae. On a
developpé un modèle théorique qui inlut l'essentiel du phénomène et prédit les éhelles
orretes du temps de montée et de la hauteur minimale.
La troisième partie onerne l'étude linéaire du modèle de la valve à ristaux liquides ave
rétro-ation optique. Elle permet de omprendre un nouveau type de strutures loalisées
qui apparaissent omme des pis isolés sur une struture spatiale de plus faible amplitude.
Mots lés : Physique non linéaire, Instabilités hydrodynamiques, Anneau de vorti-
ité, Cristaux liquides, Optique non linéaire, Bifurations, Front de Pomeau, Eets non
adiabatiques, Strutures loalisées.
On the drops, liquid rystals and fronts
Abstrat : This thesis is divided into three parts. In the rst part, the veloity of a
front between an homogeneous state and a periodi state is studied with addition of the
nonresonant terms to the normal form. We obtain that this veloity is zero on a nite
interval around the Maxwell's point.
The seond part is devoted to the study of a drop adiabatially deposited on a more dense
solvent . The drop falls down to a minimum height inside the solvent, then fragmentation
takes plae and seondary droplets rise up to the surfae. We have developed a theoretial
model that aptures the essential feature of the phenomenon and predits the orret
salings for the rise-up time and the minimum height.
The third part deals with the linear study of the model of the liquid-rystal-light-valve
with optial feedbak. It allows one to understand a new type of loalized strutures,
whih appears as loalized peaks over a pattern of smaller amplitude.
Key words : Nonlinear physis, Hydrodynami instabilities, Vortex ring, Liquid rys-
tals, Nonlinear optis, Bifurations, Pomeau's front, Nonadiabati eets, Loalized stru-
tures.
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